
Доклады Академии Наук СССР
1947. Том LV1, № 9

МАТЕМАТИКА

Б. ЛЕВИТАН

О ПРИБЛИЖЕНИИ А-ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
КОНЕЧНЫМИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ СУММАМИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 29 XII 1946)

, 1. В 1938 г. мной было предложено следующее обобщение почти-
периодических функций Бора (\2):

Непрерывная для всех действительных л функция f (х) называется
■А-почти-периодической, если выполнены следующие два условия:

I. Каковы бы ни были положительные числа е и N, существует 
относительно плотное множество чисел т, для которых

|/(х+т)— /(А)1<е (\x\<N).

II. Если соответствует, согласно условию I, числу г, а г2 соот- 
■ ветствует числу р, то + соответствует числу р.= р. (е, р), причем 

р. (s, р)->0 при s->0 и р0. Кроме этих условий, я предполагал, что

И (£>p) = s+^ (р\ (1)

гДе X (р)-»0 при р-> 0 и произвольном*.
При этих условиях мной была доказана теорема о приближении 

и теорема единственности, причем пришлось опираться на глубокие 
и трудно доказываемые свойства целых смещений.

Недавно В. А. Марченко (3) получил значительно более элемен­
тарные доказательства этих теорем. Он также предполагает, что (1) 
имеет место. В настоящей заметке я привожу доказательство теоремы 
о приближении А-почти-периодических функций конечными тригоно­
метрическими суммами (и теоремы единственности), не предполагая, 
что (1) имеет место, а опираясь только на условия I и II. При доказа­
тельстве мы существенно воспользуемся теоремой S. Bochner’a о 
позитивных функциях (4).

2. Пусть е>0 и А>0 заданы. Предположим, что в каждом ин­
тервале действительной оси длины 1 = 1 (е/2) найдется хотя бы одно 
число т', для которого

(ИСЛЧ-1)- (2)
Выберем 8 = 8 (е/2) «1) из условия, что

|f(x-)-A)—/.(Л)Ке/2, если |А|<3 (|x|<A-j-l). (3)

Из неравенств (2) и (3) следует:
 |/ (х + т) — /(х)|<л |т—т'| <8 (4)

* Вместо (1) можно требовать, чтобы для каждых г > 0 и ^>0 числа т были 
смещениями некоторой функции Бора
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Положим Z=/-)-28 и разложим всю действительную ось на ин­
тервалы In=(nL,(n-\~l)L) (п=0, .±1, ±2,...) длины L.

В каждом интервале 1п имеется интервал длины 28, все точки т 
которого удовлетворяют неравенству (4). Через т„ обозначим сере­
дину последнего интервала. Рассмотрим функцию

К (s) = ( L^’ еСЛИ SKS («=0, ±1, ±2,. ..) 
I 0 для прочих s из интервала 1п

Отметим два очевидных свойства функции Кf\s):
1) Равномерно по а существует предел

Т + а

lim — \ KAs)ds=l. т^Т 3
( 5 — Т 4- а

2) Каково бы ни было s>0, можно указать такое что рав­
номерно по а и Т

т
~ f^8(s) — K^s+^\ds<z’ если ИХЬ

— т

3. Рассмотрим функцию

?8(^О= /у jj K^tyK^ds. 
— г

Пусть У, t2, . . . — счетное всюду плотное множество чисел на дей­
ствительной оси. Применяя диагональный процесс Кантора, мы найдем 
последовательность неограниченно возрастающих положительных чи­
сел Т1г Т2,..., для которой существует предел

тп 
lim \ 

я —> ОО П d. -тп

для всех t из выделенной счетной всюду плотной последовательности.
В силу 2) последний предел существует для в-сех t и определяет 

непрерывную функцию Легко проверить, что ^(0 есть пози­
тивная функция в смысле S. Bochner’a. Поэтому (4)

□О 30

<P5V)=' eMdV^= V а.е^-У eiUdS^, 
— 00 v= 1 ~ ос

' J ' • І ‘ ' I . '

00

где avy>0, У а7<оо, 5 (к) —монотонная, непрерывная и ограничен- 
i

ная функция. 
ъ

. 4. Нам понадобится еще оценка выражения — ©5 (л — t, Т) dt {U^>0 
— и

и произвольно). Меняя порядок интегрирования, получим, в силу I),
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и
Ги $ ^<x-t,T)dt=^ 

— и

и
KA^ds^- \ KAs+x — t)dt = 

£ U J
— и

= 14-^ (5)
причем т]-»оо при Г-»оо и Uоо (равномерно по х и t).

5. Рассмотрим теперь функцию 
иг

Su,t^ = ^ \ f^dt~ ^s(s+^ —0^5(s)^ =
— и — т

Т и+s+x

= ~ $ f(x+s—r)Kt(r)dr. (6)
-- т -u + s + x

В силу (4) и условия II в тех точках, где К 5 (s) К5 (г) =£ О, 
l/(x4-s—г)—/(л)|<ц(г, е) (\x\<N\

Поэтому, умножив обе части равенства (5) на f^x) и вычтя резуль­
тат из (6), получим

и
\ёи max \ ^x — t,T)dt^.
' ’ ' —2 47 J

— U

7) max 
— 7V<x<^ l/Wi+p(e>s)(i+7i)=p-

Полагая T = Tn и переходя к пределу (и-^оо), получим
и

/W|<P (|2C|</V), (7)
— У

6. В дальнейшем будем предполагать, что f (х) удовлетворяет егце 
условию

и
Ji™ ух 1/(012 dt^oo. (8)и _> OQ ~ и J— и

Теперь мы покажем, что gy(x) можно приблизить с любой степе 
нью точности тригонометрическим многочленом, причем по мере воз­
растания точности растет также U. В самом деле,

и
gu^=Tu —

— и
и (9)

оо У У

= 2 f^e-^dt-Y-^- V f^h^dt,
7 = 1 “ _П “ О,

где h(t)— e^dSCd).
— ОО

U

Так как (4) lim — |А(/)|2 dt—Oj то, в
u-^^U J

— у

силу (8) и неравенства Шварца, при достаточно больших U,

(Ю)
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В силу (8) существует такая постоянная положительная величина М, 
что для всех действительных к и достаточно больших U (от к не и 

\ f(f)e~Mdt <М. Пусть 
U J

зависящих) имеет место неравенство ?
— и 

оо

Q>0 — целое число, для которого а7<—. Тогда для ука- 

занных U
и

a^X^r dt
— и

Р- (И)

Выберем теперь бесконечную последовательность чисел иг, 
U2,... ,Un,... (Un-^oo при п-»оо), для которой существуют пределы 

1 и"
Д7=Ит-— С /40 е dt (v=l, 2,...).

2” „ J
- Un

Положим

Очевидно, что можно взять п настолько большим, что при 
имеет место (5), (10), (11) и выполняется также неравенство

о , Un
PQ(x)_ya^x± С f^e^dt

п IЛ

u=un

(12)

Из (9), (10), (11) и (12) следует при U — Un
\gu{x)-PQ{x)\C^,

а из последнего неравенства и неравенства (7) следует 
\f№~PQ(x)\<49 (|х|<^.

Так как р можно сделать сколь угодно малым, то теорема о при­
ближении ^-пoчти-пepиoдичecкoй функции конечными тригонометри­
ческими суммами доказана.

Замечание 1. Если f(х) — функция Бора, то неравенство (7) 
имеет место равномерно для всех х, и мы получаем теорему о при­
ближении для функций Бора.

Замечание 2. Показатели кх, к2,. ,., к7,... могут зависеть от 
8,е и N. Так как мы можем заставить Зиг стремиться к нулю, a N 
к бесконечности по некоторым исчислимым последовательностям, то 
можно считать,,что для всех 3, г, (из этих последовательностей) 
показатели kv к2,..., к7,... одни и те же.

Из теоремы о приближении следует теорема единственности.
Если непрерывная функция f(x) удовлетворяет условиям I и II 

и если при 
тельности

Игл 
п -> ОО

Поступило
29 X11 1946 
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всех E, (см. замечание 2) и произвольной последова- 
Un при rt^oo)

f(t(e1' '' dt=O (v = l, 2,...), mo f(x) = 0.


