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МАТЕМАТИКА

Академик С. Н. БЕРНШТЕЙН

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ПРИ ПОМОЩИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ

1. В моей заметке (х) доказана следующая основная теорема 7:
Если /(х) удовлетворяет условию ’ ' ■'

|/(х)|<Я(х) (—оо<х<бо), '

где Н^-некоторая четная целая функция с неотрицательными 
коэффициентами, то *

APf(x)= 1>т En(f{xy, -~\ ,
Л = 00 х. Р~\^ /

Ap^of(x)= iim En(f (x)-,—— 
л = оо. V P — 0 • (2)

Я хочу указать еще одно интересное простое следствие этой, тео­
ремы. Напомню известный результат Н. И Ахиезера

Если вещественная часть Re функции комплексной пере­
менной f(z), регулярной внутри эллипса С с фокусами -М — I 
и малой полуосью Ь, удовлетворяет на С неравенству Г ' ■

mo
— M < Re f(z) < M, (3)

Enfуь27-\)п], V)
где

—„ 2^ + 1 т~ О

____________ 1__________

2m 4-1 —(2m 4-1)
L 9 7

причем неравенство (4) не может быть улучшено.
Предположим теперь, полагая г = х±г>, что регулярность?^ 

имеет место при 0<К* и условие (3) соблюдается приТЗ в та­
ком случае из неравенства (4) следует

Еп (/ (х); X) = Еп (f (Хх)) < 9 Д
(4b's)

того, чтооы расс«а,рк,ао..я как фуккцна л бма? кепрерыт”"™"?

Р—Ро, необходимо и достаточно, чтобы lim^„
Л=СО

.891



/ b I ' 1 I b I 
где J/ Y/ ’
lim qn,x=epb. Поэтому

lim En
n = OZ \

Таким образом, если X = nip,

n_\ 8Л£?< ДД. e-pb_

p ) t. *

TO

(5)

Неравенство (5) не может быть улучшено. пел.
Для сокращения дальнейших формулировок УД°бн уд Рь 

полагать рассматриваемую функцию f (х) ограниченной ( -ЛПотожения
соответствующее изменение формулировок без этого р Д моей 
очевидно Вследствие (5) и результата, установленного в конце моей
заметки (3), заключаем, что: .

Если функция f (х) ограничена, то условие ( )

Нт }/Арf\xj^e-b
р=ю

(6)

необходимо и достаточно, чтобы f была ограниченной аналити-

не—ук, °Т

К°ТеТр^^ (б) бесконечно
чтобы ограниченная^— х<х<ос) функция выла 
дифференцируема и чтобы

п_____ ___
Пт max ! / -OLYk 2- 
п=т У п\ ь

(—оо<Х<°о). (7)

- воспользуемся не-

равенством (6) я. К Мь 
ApfkxX-yr (8)

„пи пюбых £Т>0 р>о для всякой функции, которое имеет место при люоых^^о, 
удовлетворяющей условию

\f^(x)\<Mk оо<х<ос)- (

Но (7) означает, что при любом е>0
1/(я)(х)1</Д(ту (-оо<Х<оо) (9bis)

для всех « поэтому, вследствие (8\
7Т П (1 — 

Apf(x><-

п.м-и ппттягая nb^nd-y^, находим, что (для и, в частности, полагая ри />
’ ро

б° Слё f(xi ограмеіа^ {усмш

достаточно

(Ю)lim \А Apf (х) —0
р=с©

7^е д»о „же™™» 6o.ee общей теоремы 3.
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необходимой достаточно: 1) для того чтобы f была 
(бх/нкцией, обладающей свойством, что —г (р)<^
— b Д у ДД (— оо<^х<^оо), а также 2) для того чтобы

целой
ОО при

п _______
lim max 1/^———=0 (— X<ZX<Z <х>). 

П = сс '
Теорема 2. Для того чтобы Ло>1 было верхним пределом 

значений h, для которых
lim [Apf (x)]VIp?=0, ОО

f—oo
необходимо и достаточно, чтобы ограниченная функция f (х) была 
целой * и чтобы р0= — > 1 было нижним пределом значений р.

для которых
lim b~^logF [Ь)=0.

В самом деле, полагая \f (х) — Gp(x | < Apf (x) = spp , из (И) 
ключаем, что (при |/(х)|<Л1)

оо 4
\f(x±ib)\<2MeP«bAr2 V

*=о

(12)

за-

Как бы мало ни было 8>0, можем для любого данноі о b выбрать 
ГН

достаточно большим, чтобы р^ log sp0-[-2 b= а0< 0. В та-

ком случае, полагая Pk+i=% видим, что \f (x±ib)\<Z 2Ме 
=о _ /г-j-2 о

-1-2 У е ; следовательно, lim b^ log F(b) = 0, если Р * _ ]' 
ь^

Наоборот, из (12), где р > р0 > 1, следует, благодаря (5), что при 
достаточно больших b Apf(x)<Ze~pb+b' для любого pZ>0. Поэтому, 
полагая р = 2 Ь? \ имеем, при любых данных Д/ и h <4 ~ ~, 

. р h
A f (х)<іе~ь9=е~(рП <Ze~Np , если только р достаточно велико; та­
ким образом, [Apfix)\^h<e~N,откуда следует (И).

Это следствие является соответствующим видоизменением и обоб­
щением одной теоремы Ла Валлэ Пуссена ((5), стр. 150), относящейся 
к периодическим функциям.

Теорема 3. Д. рм того чтобы существовало такое число 
h>0, что

lim [Apf (x)](-'lp'>h=e~N (0<^-<oo), (13)

необходимо и достаточно, чтобы ограниченная функция f (х) оыла 
бесконечно дифференцируема и чтобы

lim
m=oo Г (m + l) 1

N ’
(14)

* Таким образом, необходимо, чтобы порядок целой функции f (z) был не

I о |
** В отличие от теоремы 2, здесь случай h < 1 также допускается (й=1 

ветствует теореме 1).

выше

соот-
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Применяя то же рассуждение, что при доказательстве теоремы 1, 
замечаем, что из (14) при произвольно малом £>0 вытекает

m(l+E) \т 
eN J

для достаточно больших т\поэтому, полагая m=phN, заключаем, что
mAPfW<X[ ^([+e) 

eN ph

откуда lim (Apf (x))^ С другой стороны, из (13) следует, что,
Р=оо

каково бы ни было число N'<^N, полагая ^+і=(14"а)^л, а>>0, 
д

In,k=P4e^Pk,

v in,k
h=0

/ m\m
при достаточно большом р0. Замечая (п — тН), что все >

h _

обозначим через рк„ “j/ величину р, при которой максимум In,k 

достигается, и положим рк„ =р0 (l + a^^Poe1^. Тогда при # — #0=
, 2

= / — 
h .

~ N'pi (14-а)'Л —т
ln,k<Pnk^+^lne +

-| in
(1 -)-а) е J .

Поэтому, полагая, при п достаточно больших, ла2=2, так что 

+ а)< П' ВИДИМ> чт0

при любом N"<^N’; отсюда следует (14).
Поступило 
20 IV 1947
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