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(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 XII 1946)

00
Критериям сходимости рядов V ut (х) (л) посвящены теоремы

Z=1
Дюбуареймона, Дедекинда и Дирихле, Абеля Р) и Адамара (2). Во­
прос о равномерной сходимости этих рядов является также содержа­
нием заметок автора (*). В настоящей заметке излагаются теоремы о 

00
критериях квази-равномерной сходимости рядов V Рас-

І=1
смотрение этого вопроса представляется нам не лишенным интереса, 
так как квази-равномерная сходимость является необходимым и до­
статочным условием почленного интегрирования рядов в смысле Ри­
мана, а также того, что сумма ряда непрерывных функций представ­
ляет собою непрерывную функцию и имеет приложение в других 
вопросах.

Определение. Функциональный ряд, согласно Борелю, сходит­
ся квази-равномерно на сегменте [а, Ь], если ряд этот сходится в 
[а, Ь] и любому малому г>0, а также каждому сколь угодно боль­
шому N можно поставить в соответствие число АГ так, чтобы нера­
венство выполнялось для значений п, зависящих от х,
но всегда содержащихся между N и N'.

Теорема 1. Для того чтобы при помощи последовательности 
функций аДх), равномерно сходящейся к нулю в [а, Ь], ряд 
00
V с равномерно ограниченными частными суммами преобра- 
i=l 

00
зовался в ряд квази-равномерно сходящийся в [а, Ь],

i=l 
00

необходимо и достаточно, чтобы V |Д az (х)| сходился квази-равно- 
i=\

мерно в [а, Ь], причем ДаДх) = аДх) — ^(х).
В самом деле, согласно преобразованию Абеля

Я п
2 ^{х)иДх) = V ^^ДаДх)—5OT(x)am+b(x)+

і—тДХ і — тДІ

+S„(x)a„+i(x), (1)
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где п

s„h = ^ иЛхУ 
І=1

Переходя к пределу при находим

2 аДх)нг(х)= 2 5Дх)ДаДх) —SOT(x)am+1 (х). (2)
i = m+l <=«+1

Вследствие равномерной сходимости ат(х) можно взять т на­
столько большим, чтобы

|5т(х)1<ЛГ, КДх)|<гЖ (3)
Обозначим 

00 ( л\R'n (х)= 2 4
i=n X

Rn~ 2 ,ДаЛх)І’ (5)
І=ПХ

где пЛ>/пЦ-1.
Из квази-равномерной сходимости 2 следует, что суще-

;=1
ствует целое N', превышающее такое, что для всякого х с [а, Ь\

І—ПX

где .
Тогда из (2) следует, так как пх>т, что

Кх Wl =
ОО
2 аг(х)«г(х) е,

т. е. что ряд 2 at(Л)ui (Л) сходится квази-равномерно в [а, Ь]. 
1=1

Докажем необходимость условия. В самом деле, предположим,

что 2 не сходится квази-равномерно. Рассмотрим специаль-
/=1

ный ряд, для которого

5Дх) = sgnAaz(x) для
О для

i=nx-{-\, «л+2, . . .
1 < i < пх.

Для этого ряда (2) записывается:

2 аДх)иг. (Х)= 2 lAaiWL 
‘~пх 1~пх

Тогда из неравномерной сходимости (5) следует неравномерная 

сходимость 2 а/ (x) ui (%)- 
г=1

Следствие 1. Для того чтобы при помощи последовательности 
непрерывных функций аДх), равномерно сходящейся к нулю, любой
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00 
ряд непрерывных функций V с равномерно ограниченными

Z=1
оо 

частными суммами преобразовывался в ряд У аДх)«Дх), сходящий-
/=1

ся в [а, Ь] к непрерывной функции, необходимо и достаточно, чтобы 
00

ряд У |ДаДх)| сходился квази-равномерно в этом сегменте. 
1=1

Следствие 2. Для того чтобы ряд непрерывных функций 
00
У «Дх), где аДх) равномерно сходится к нулю в [а, Ь], сходился к 
1=1

00 
непрерывной функции, достаточно, чтобы У [ДаДх)| сходился квази-

1=1 
равномерно в [а, &].

В самом деле, всякий ряд

(^)-(-ДД-• • . =и1(х) [ и2(х)]~. . =

= и^х) — иДх)+- • •= 2 (“ О'^иДх).
1=1

Теорема 2. Для того чтобы при помощи последовательности 
функций аДх), равномерно ограниченной на сегменте [а, Ь], любой 

00
ряд У щ(х), равномерно сходящийся в [а,Ь], преобразовывался в 

i=i
СО

ряд У аДх)«Дх), квази-равномерно сходящийся в [а, Ь], необхо- 
1=1

СО
димо и достаточно, чтобы |Akz (х)| сходился квази-равномерно 

1=1
на этом сегменте.

В самом деле, согласно преобразованию Абеля
п 00
У az(x)«z(x)= У [Sz(x) —5(х)]ДаДх) — 

i=m-pl z = m-f-l

— [ Sm (x) — S (x)] am+i (x)+[S„ (x) — S (x)] (xn+1 (x). (8)

Переходя к пределу при п->°о, находим
00 00
У «(Дх)игДх)= У [Sz(x)— 5(х)] ДаДх)— 

i — m+i i=m+l

— [Sm W — S (x)] am+i (x). (9)
00

Вследствие равномерной сходимости У «Дх) можно взять т на- 
г=1

столько большим, чтобы

|Sm (х) - S (х)| < г)м, К (х)[ < М.
'г ДАН СССР, т. LVI, № 8



Отсюда находим, как в предыдущей теореме, что из квази-равно­
мерной сходимости V следует квази-равномерная сходимость

і=1

2 аДх)^-^).
г=1Для доказательства необходимости условия рассмотрим специаль­
ный ряд

_  | з§пДаДх)2_* для ^й+і, А=1,2, ... (Ю)
‘'Х j q для і=р2-\-І, Рз4“1’ • ■ •

Пусть тогда для этого ряда (9) записывается:

2 2 іДаЛх)'т +
i=p,+l i^i+l

+ '£ 2 (11>
і=Р^+2 i=Pk+2

Если 2 IW-ДІ не сходится' квази-равномерно, то также не бу­

дет сходиться квази-равномерно правая часть (И), а следовательно, 

И ПлУ™ Для того чтобы при помощи последовательно­
сти функций аДх), равномерно ограниченных и непрерывных в сег­

менте [а, Ь], любой ряд непрерывных функций У равномерно 
1=1

сходящийся в [а, &], преобразовывался в ряд 2 сходя­

щийся к функции, непрерывной в [а, Ь], необходимо и достаточно, 

чтобы У |ДаДх)| сходился квази-равномерно на этом сегменте.
«=1 Поступило
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