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МАТЕМАТИКА

Академик А. Н. КОЛМОГОРОВ и Б. А. САВОСТЬЯНОВ

ВЫЧИСЛЕНИЕ ФИНАЛЬНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ДЛЯ ВЕТВЯЩИХСЯ 
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Настоящая заметка примыкает в отношении терминологии и обо­
значений к (х). Мы рассматриваем далее однородную по t дискретную 
схему: t пробегает только значения 1, 2, 3, ... и может трактоваться 
как „номер поколения" рассматриваемой частицы. В соответствии 
с этим

... + xnTn\t) (1)

есть вероятность того, что одна частица типа Tk даст через t поколе­
ний по ап а2, .. . , а„ частиц типов Т1г Т2, ... , Тп. В основе всех 
дальнейших подсчетов лежат производящие функции

^U;*)=A W = 2 Pak^x^n ... (2)
а

вероятностей
^^(1) (3)

различных переходов за одно поколение. Через них по индукции 
определяются производящие функции

Fk{t\x) = 2 Р^Х\1Х2 ■■ • хпп (4)
а

для всех натуральных значений t:
Fk(t+P,x)=fk\F1{t',x),F2^x'),.\., F^x^. (5)

В соответствии с общей теорией, изложенной в (х),
А(0Д...,0) =Л(0) о, ..., 0) (6)

обозначает вероятность того, что частица типа Tk за одно поколение 
исчезнет, не произведя никаких новых частиц рассматриваемых 
типов Tlt Т2, ..., Тп. Для дальнейшего целесообразно избавиться от 
этой возможности и рассматривать только схемы, в которых

А(0, 0, ..., 0)=0. (7)
Если условие (7) не выполняется в какой-либо схеме, то всегда 

можно ввести дополнительный фиктивный тип Тп+1 и считать, что 
исчезновение частицы любого другого типа обозначает превращение 
ее в частицу типа Тп+1, частицы же типа 7\+1 остаются далее 
неизменными. Аналитически это равносильно переходу от первона­
чальной системы производящих функций f2, ..., fn к новой системе
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fk(xlt xn, xn+1)=A(*i. .... x„)+(xn+1-l)A,(O,O,..., 0),

k = 1, 2, .... n,
f n+1 (^1’ • • • ’ Xn> -^n+1) ■’Оі+і'

Во всем дальнейшем мы предполагаем условие (7) выполненным 
уже для первоначальной системы типов Ти Тг, .. ■, ?п и функций

1 Группа'типов Tkl, Тк„ Tkm называется замкнутой, если 
частица любого типа группы производит только частицы, принадле­
жащие типам той же группы. Система всех типов 1\, Т2, 
разложима, если ее можно разбить на две замкнутые группы. 
Естественно ограничиться рассмотрением неразложимых систем типов. 
Так мы и делаем во всем дальнейшем.

Группа типов называется финальной, если: а) она замкнута; 
б) каждая частица любого из типов группы всегда производит ровно 
одну частицу; в) она не содержит в себе никакой меньшей группы, 
обладающей свойствами а) и б).

Легко видеть, что две финальные группы не имеют общих элемен­
тов. Поэтому вся система типов Т1г Т2, ..., состоит, вообще говоря, 
из некоторого числа финальных групп Tr= j Т л, 7,2, ■
г = \, 2, ..., s, и некоторого числа типов То1, Т02, Го„0> не при­
надлежащих финальным группам. При этом .. -\-ns=n.

Мы будем считать процесс закончившимся, когда остались 
лишь частицы типов, входящих в финальные группы. Такое понима­
ние естественно, так как потомство частицы типа, принадлежащего 
к финальной группе, в любом дальнейшем поколении будет состоять 
из одной частицы типа, принадлежащего к той же финальной группе, 
переходы же из одного типа в другой тип в пределах финальной 
группы управляются хорошо изученными законами так называемых 
„цепей Маркова“ в их простейшей форме, соответствующей предпо­
ложению, что все „состояния" „существенны" и образуют один „класс" 
(см., например, (2)).

Будем обозначать
^=^(7^^+^+ ... f^Joo) (9)

вероятность того, что эволюция всего потомства одной частицы типа 
рано или поздно закончится на том, что останется по р, частиц, 
принадлежащих типам финальных групп Чф.

есть полная вероятность того, что процесс развития потомства одной 
частицы рано или поздно закончится (в указанном выше смысле).

Введем производящие функции

%(«!, «2......... = 2 . (И)

В соответствии с двойным обозначением типов частиц функцию <рк, 
соответствующую типу Th=Trm, будем иногда обозначать чгт. Так 
как ^|>0, то, в силу (10), функции (И) во всяком случае определены 
и аналитичны по всем переменным при

0<ц„<1, г-1, 2, ...,s. (12)

Когда некоторые из переменных достигают значения 1, то 
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аналитичность может потеряться, но непрерывность сохраняется. В
частности,

(13)1, ..., 1)=Qa.
Из вероятностных соображений легко вывести следующее основ­

ное для нас соотношение:
?*=А(?ь ?2, •••, k = \, 2, ..., п. (14)

Кроме того, из определения финальных групп можно вывести, что
угт = иг, т=\, 2, ..., пг, г=Л, 2, ..., s. (15)

Уравнения системы (14), для которых номер k соответствует типу 
какой-либо финальной группы, являются следствием уравнений (15). 
Поэтому окончательно для определения <pk имеем систему уравнений:

%m=/om(?i, • ••, ?„)> лг= 1, 2, ..., и0; 1
^гт = иг, т=\, 2, ..., пг, г = 1, 2, s. f

Младшим из авторов настоящей заметки доказана следующая тео­
рема относительно однозначности решения уравнений (16):

Теорема. Система (16) вместе с ограничениями 0 <?k < 1,
k = 1,2,..., п, однозначно определяет значения функций <р2,..., <р„ 
при любых заданных O^zz„<^l, г = \, 2, ..., s.

Замечание 1. Доказательство теоремы будет опубликовано в 
другом месте. Оно опирается на свойства функций fk, вытекающие из 
предположения о неразложимости системы типов и из определения 
финальных групп, на допущение (7) и на соотношения

^>0, 2^=1. (17)
а

Последние соотношения, впрочем, используются неполностью: 
аналитичность функций fk не существенна для доказательства.

Замечание 2. Все изложенное применимо и к вычислению фи­
нальных вероятностей для ветвящихся процессов с непрерывным 
временем. Для этого достаточно вести счет не по времени в букваль­
ном смысле слова, а по „поколениям" частиц. Только для типов, не 
допускающих совсем дальнейших превращений, надо ввести дополни­
тельные фиктивные превращения частиц этих типов самих в себя 
(с вероятностью единица). Это замечание будет пояснено на примере 
в конце настоящей заметки.

Замечание 3. В большинстве применений к химическим цепным 
реакциям каждая финальная группа состоит из одного типа (конечные 
продукты реакции). Изложенная теория в этом случае упрощается.

Пример. Пусть в схеме с непрерывным временем и двумя типами 
Тг и Т2 заданы положительные плотности вероятностей перехода 
(см. С), § 3)

p^ptT^TJ, p^p^TJ,
остальные же переходы запрещены (в частности, частица Т2 ни во 
что не превращается). Переходя к счету по поколениям, полагаем

7(2,°)
„(2,о) = рip ^2 Г) =----- - --------- = Р,Р' 17 -(2,0) +-(0,1)

TW)
n(o,D= Р(7 ->г») =----- -----------=1 — р.

и дополнительно
р^^Р^Т^Т^Х
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(здесь имеют уже смысл вероятностей, введенных в настоящей 
заметке). Финальная группа в нашем примере одна из одного состоя­
ния Ч\ = {Л}- Для функций 9і(«і),?г(«і) получаем уравнения

?1=Р?12 + (1 — Жа, 92= Ир

Решая эти уравнения, получим формально:
91 = ^(1 ±/1—4р(1 —p)uj . (18)

При ограничениях 0-^Йі<1, остается только одна
ветвь кривой (18) (со знаком —).

Проведем до конца расчеты для случая р — 1/^ Для коэффициен­
тов разложения 91(их) = u^-q^ui2^- ... получим в этом

случае q^= 0, q^= q^/s, ■ ■ •, q^= > т- е- асимп­

тотически
q™--------(19) 

2/л

Отметим, что хотя (1) = q^ — Qi=l, т- е. процесс непре- 
т

менно заканчивается, математическое ожидание mq^ числа
т

получаемых из одной частицы 1\ частиц Т2 бесконечно. С этим 
связано своеобразное явление неустойчивости числа частиц Г2, 
производимых заданным, хотя бы и очень большим числом частиц 
Тр Чтобы разобраться в этом, обозначим цп число частиц Т2, произ­
водимых п частицами Тг. Очевидно, + *2+• • • + *«> гДе Ь
обозначает число частиц Т2, производимых г-й частицей типа Т 
Величины у, взаимно независимы и подчинены распределению вероят­
ностей Р(хг = &) = q^.

Отсюда и из (19) вытекает (см. (3)), что величины
. Ц = (20)

имеют закон распределения Sn(x) — Р^^х), который при л->оо 
стремится к вполне определенному непрерывному предельному зако­
ну распределения

S (х) = J s dx. (21)
о

Предельный закон распределения (21) может быть найден по ло­
гарифму своей характеристической функции:

°? 1 £° du
log X (0 = log \ s (х) eitxdx = —yr. \ (etut- 1) • (22)) r CZ I I

0 0

Таким образом, при больших п число р.„ будет порядка п2, но 
отношение ^П1п2 будет колебаться от случая к случаю.

Поступило
12 IV 1947
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