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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР А. Я- ХИНЧИН

ОБ ОДНОМ ПРЕДЕЛЬНОМ СЛУЧАЕ АПРОКСИМАЦИОННОЙ 
ТЕОРЕМЫ КРОНЕКЕРА

Наиболее распространенная форма апроксимационной теоремы 
Кронекера гласит:

Для того, чтобы, система неравенств

V;—aJO (1)

.где 9г и аг (1 i п) — данные вещественные числа, при любом 
г>0 удовлетворялась целыми числами x,yt необходимо
и достаточно выполнение следующего условия: если целые числа

п

а; b таковы, что ЬаіД)= «г 6г+&=0, то существует
; = 1

п

такое целое число с, что Та(л)= «,^-[-^=0.
І = 1

В случае, когда числа 0, линейно независимы (т. е. когда Аа(9)=0 
возможно лишь при а{=0 Ь=0\ теорема Кронекера ут
верждает, что дробные части величин 9j х, 92х,... ,9„х, где х про
бегает все целые числа, расположены всюду плотно в единичном 
кубе пространства п измерений. Этот частный случай теоремы Кро
некера наиболее известен, и для него было дано много различных 
доказательств.

В настоящей заметке я имею в виду рассмотреть тот предельный 
случай теоремы Кронекера, когда система неравенств (1) заменяется 
системой уравнений

9гх—у} —ar=0 (2)

для которой ищутся точные решения в целых х, у^ В духе теоремы 
Кронекера мы поставим вопрос о том, какая связь между величинами 
Аа(9) и Ьа(Д) может служить критерием существования целочислен
ных решений системы (2). Этот вопрос, на первый взгляд не застав
ляющий, пожалуй, ожидать интересных результатов, неожиданным об
разом находит себе простое и изящное решение, полностью отвечающее 
•стилю теории Кронекера. Имеет место следующая

Теорема. Для того чтобы система уравнений (2) имела ре
шение в целых х, у,, необходимо и достаточно существование 
такой положительной постоянной Г, чтобы при любых целых 
сц. b и надлежаще выбранном с имело место неравенство

| (а) [< Г | Аа (9) |. (3)
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Предварительные замбчяипа і лл
представляет собою усиление условия теопешЛ^^ условие <3> 
соответствии с тем что еиет₽2 ь теоремы Кронекера, в полном

2. Интересно Метить чТ “стемы ^1)'
мулируется с помощью точных равенств ^Ро^екера условие фор- 
факт — посредством неравенств в то И3 него
дело обстоит как раз наоборот.’ ^емя Как в нашеи теореме

Г ш ПОСТОЯННО»
следует ' наДлежащем выборе целого числа с

^a^ = XLa^.

Для доказательства достаточности
л=1, И будем писать для 7™! о рассмотрим сначала случай 
через 0 (соотв а) тсстоянин С™ ? вместо ®i и “і- Обозначим нему рациональнойЧ?оби со ! ЧИСЛа ° (соотв’ а) от ближайшей к

Поми Р"/<7~'‘-м "“Д^ляча» дробь числа в, и пусть =| |.

тогда

rnQn + i qnrn+i—хп, 

ГпРп + 1 РпГп+1 —у,,',

\хп\=ЧпЯп+г\- — ^- 

\qn qn + \ +а )<< 
ап 1 дп + г

В силу | хп | <Г существует такое целое число а что г — а ™ л 
численного множества значений л*- для т й а дла бес- 
шого п, очевидно, и у„ и Достаточно боль- 

должно принимать одно и то же значение Ь.так что
\M~b~ а(<2Г0о , 

откуда, так как 0^->O при

«0 —6 —а=0,
что и требовалось доказать
лЛ-- -°

 1^а1 — гКГі^— р\.

так ^внротивном случае доказательство.
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В силу того, что для п=1 теорема уже доказана, отсюда вытека
ет, что а1=л01 — уъ где х и — целые числа. Пусть теперь 

мы можем допустить, что число 0г иррационально (в случае, 
когда все 6, рациональны, доказательство тривиально); поэтому целые 
числа klt lt могут быть выбраны так, чтобы 

где | уг | сколь угодно мало. Но в силу (3) при надлежаще выбранном 
целом Шу

I si 1 = Рг «1 ~ «г — «г К Г Ц; 0г — Z, — 0г | = Г | уг |.

Заметим теперь, что

аг = #г — т1 — 3г=:^(х01 —— пц — 8г = 
= х(44-0г+уг) - Л - — 8,=

= Ті ~

Так как здесь xlt —у^ — /иг — целое число, а | xyt — 8г | сколь 
угодно мало, то аг —х0г сколь угодно мало отличается от целого 
числа; будучи постоянным, аг — х0г должно поэтому равняться целому 
числу —• ylt т. е.

a.l—x^i — yl

что и требовалось доказать.
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