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В моей заметке „Об одном эффективном методе решения задачи 

о минимуме квадратичных функционалов" С1) был рассмотрен общий 
метод решения указанных задач, а в связи с этим и различного рода 
линейных и, отчасти, нелинейных проблем анализа. Значительные ла
куны в журнальной литературе военного времени не позволили мне 
своевременно познакомиться и процитировать в указанной заметке 
некоторые англо-американские работы, относящиеся к тому же во
просу и предшествующие ей по времени или выполненные с ней 
одновременно*. В частности, укажем работу Н. Curry (2), где рас
сматривается тот же метод в применении к решению нелинейных 
алгебраических систем, а также J. L. Synge (3) и R. Courant (4) **. 
Общая идея метода восходит еще к Коши (5).

Для случая систем линейных алгебраических уравнений этот ме
тод развит в работе G. Temple (6). В ней содержатся, в частности, 
результаты первого раздела моей заметки (г), относящиеся к алге
браическим системам, включая установление сходимости процесса, 
но без анализа быстроты ее. Там дана и форма последовательных 
приближений для функциональных уравнений, но в менее общих 
условиях, чем в моей заметке. Temple делает также попытку при
менения метода к дифференциальным и интегральным уравнениям 
1-го рода, но используемый им процесс сходится при условии, вы
полнение которого для дифференциального оператора вообще исклю
чено, а для интегрального имеет место только в случае вырожден
ного ядра. В предложенной мною форме процесса сходимость имеет 
место и для этих случаев при довольно общих условиях.

Здесь я даю дополнение к результатам заметки (*), а также при
вожу доказательства некоторых результатов.

1. 0 порядка сходимости. Рассмотрим сперва простейший 
случай, когда оператор А в вещественном пространстве Гильберта 
самосопряженный и имеет спектр в конечном промежутке:

т{х, х)<(Ах, х^М^х, х); 0<><Л1< + оо.
Последовательные приближения для уравнения

Lx=Ax~(p=O 
определяем формулами

(1)

Ап 1 — Хп (гп + 1, 2п + І) 
(АгП + Ъ ZA+C)

+Д “ Lxn —

= Ахп — <р (/1=0, 1,2,...). (2)

2п + 1>

* Данная работа связана с работами автора по экстремальным проблемам 1939 г. 
Результаты по ней были впервые доложены в Математическом институте АН СССР 
в сентябре 1943 г.

** С работой R. Courant’a автор не имел возможности ознакомиться и до настоя
щего времени.
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Покажем, что хп 
трическая прогрессия

сходятся к решению уравнения (1) как геоме- 
с знаменателем (—---— ) . Полагая

\ М -р т /
Н(х)=(Ах, х) —2(<р, х) (3)

и обозначая х* решение уравнения (Г) и т)я=хл- і — х*, имеем

АЯ = Н (х„ -1) - И (хп) = , И)
гп)

Ь*Н^Н(хп-і) — Н(х^==(Аі\п, т)я) = (гя, Л-^), (5)

дн ______ *пУ_________________ h________ J______  , (6)
Д*Я ~ (Az„, zn) (А~'гп, z^ ^\(^zn, z^ 

если применить для оператора А спектральное разложение
м

(Az, z)= J\(de\z, г) ^X(Aexz, z). (7)
m X

Применяя к отношению (6) неравенство для конечных сумм (7)

---------------------------------------- —8 (т < yk < Л, uk > 0), (8) 
£та“аАГй “* / /М , / т\

т у м)
находим

(*п _________ 4 _ (9)
Н(хп_^-Н^) / /М, f mV ’

^ |/ т у М /

Н(х^ - Н (xV < (-^-У W U. -1) - Н (Ю)

II Хп - 1 — V ||2<- (Д^„, ■»!„)= т

tn ,IL \ 7, ।
что и дает наше утверждение. Оно было сформулировано в замет
ке С1) для интегральных уравнений. Случай несамосопряженного урав
нения сводится к рассмотренному, если заменить (1) на AvAx=A-(p.

2. Сходимость в случае т=0. Если т=0, но 0 —изолиро
ванное собственное значение, то легко показать, что, если решение 
уравнения (1) существует, последовательность хп сходится к некото
рому его решению. Если /п=0 не изолировано, верен более слабый 
результат что если решение существует, то сходимость к нему име
ет место в том смысле, что lim (Ащп, т)„)=0, точнее (А^, ^=0 (1 /п).п ОО •

Действительно, исходя из геометрической интерпретации, данной 
в (*), а также у Synge (8), имеем II хп х* II || Xn — i х* II . Далее,

Ьп.Чп) Н(хп_0-Н(х^
11 Zn 11 > II V II II Чо II

/ х tj I v \_  ^zn< ZV И гп II а >Н(ХП-^ H^^(Azn,zn) "

> [Н (хп _^-Н (х^В q [Ц {Хп _ t) _Я(^)]2; 9>0. (12)
" М. || ха — х* |Р
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Или, если положить гп — Н{хп-^—Н (х*) — (Ат\п, тіл), то
rn~ rn + i>qrn2, (13}

■откуда r„->0 (r„ — O (1 /п)), что доказывает наше утверждение.
Этот результат устанавливает, в частности, сходимость данного 

метода при решении интегральных уравнений первого рода, если ре
шение существует. При этом последовательные приближения сходятся 
в смысле метрики, определяемой ядром уравнения.

3. Случай неограниченного оператора. Пусть А— не
ограниченный оператор. Здесь процесс видоизменяется (х), вместо 
единичного принимается за основной некоторый „известный" полу- 
ограниченный оператор В; расстояние определяется, исходя от него.

Пусть В — оператор, заданный на плотном множестве По. и
л£х=(х, Вл)>(х, х). (14)

Форма хВх' — (х, Вх') (на По) распространяется единственным об
разом, по Friedrichs у (7), на область QB элементов вида х=1ітл„, 

л оо 
где

lim (хп~хт)В(хл — xOT)=0 (хя€Й0). л, т
Оператор В распространяется с сохранением самосопряженности 

на область QB (Ц> С С QB), причем совокупность его значений 
в QB есть Ф, т. е. В-1 определено в

Относительно оператора А предположим, что он самосопряженный 
■ц ограничен относительно В в Qo, именно

т(Вх, х)^(Ах, х)^М(Вх, х) ф-оо). (15)
Определяя приближения процессом наискорейшего спуска, исходя 

из расстояния ||х||’— (х, Вх), получаем их в виде

x^x^-^z,,, (16)
znAzn

жде zn есть обобщенное решение уравнения Bzn = Axn-i~<9, т. е. 
элемент Пв, для которого выполнено условие

uBzn — иАхп_ 1 — («, <р) для и € По. (17)
Определенные этими формулами приближения хп сходятся к ре

шению л*, причем не только ||хп — х*||-»оо, но и || хп — х* || ->0.
В частности, для рассмотренного в (\) случая, когда

Аи=(аих)х + (Ьау)у — си, (18)
а Ви=ьи, при решении уравнения Lti = Au—/=0 (« — О на контуре), 
последовательные приближения определяются так:

J j [Ых2 + Му] dxdy
un=un_i — ——^------------------------------ z„(x, у), (19)

I I [й Мхг + Ь (z„)y2 + cz,2] dxdy
D

где z„(x, у) есть решение уравнения Az„ — L (un~i), причем имеем 
в виду обобщенное его решение в смысле, аналогичном тому, как 
вводилось это понятие в работах С. Л. Соболева (8), К. Friedrichs'a (9) 
л Н. Weyl'я (10). Точнее, zn — функция, удовлетворяющая условию

ff [zxvx ф- ZyVy] dxdy = § \ [auyvx 4- buyvy ф- cuv -ф- fv] dxdy, (20)
' D D
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где —любая дважды непрерывно дифференцируемая функция, рав
ная ,нулю на контуре. Из указанного выше результата вытекает воз
можность построения всех u„(«z„) в соответствующем пространстве Пв, 
а также сходимость их к решению в смысле метрики, определяемой 
интегралом, Дирихле, j r ' f ,

4. Повышение б ы с т р о т ы/с х о д и м о с т и п р о цес с а. Если 
определять приближения по формулам (2), то (р-ф.1)-е имеет вид

хр + “h аогі A-ai^zi 4“ • • ■ “h (2D
Если x разыскивать прямо в форме (21) с неопределенными 

а0, а1(!. .., %, находя их из условия минимума функционала Н (3), то, 
подучим для него значение, не превосходящее Н^хР + ^. При этом 
для определения а0, , ар придется решать систему уравнений

(А^, zt) ф (Д^ь Az^a0 -ф...+
+{Akzlt, AP + ^ap=Q (4 = 0, 1„. . . , р). , (22)

Один шаг такого процесса заменяет (р ф- 1) шагов первоначаль
ного. Применение такого видоизменения метода обеспечивает боль
шую практическую эффективность его., z

5. Нахождение собственных значений. Если А — огра
ниченный снизу оператор, то наименьшее собственное значение его 
или нижняя граница спектра) есть минимум формы

1 . (23)
(х, х)

Для нахождения последнего применяем метод наискорейшего- 
спуска. Начав с значения х0, можем считать (х0, х0) = 1, рассматри
ваем варьированное значение L=La ф- bL=L(x0 ф- ez). Находим:

—(До ф-ДД) |5 = в=2 [(Дл0, z) — (Дх0, х0) (х0, z)]. (24)
ПР

Отсюда ясно, что значение для z, соответствующее направлению- 
градиента, есть г1=^[Дх0 — (Ах0, х0)л0], где £ определяется усло
вием (?1( гф—1. При таком выборе z оказывается, что наивыгодней
шее значение е есть ег — отрицательный корень уравнения

(А^о, гі) Ч-s [(^Zj, z^— (4х0, х0)] г“(Ах0, zA —■ 0. (25)
Тогда новым приближением для собственного (элемента будет 

= х0 ф а для собственного значения
Дх—До Ф ДД —До Ф si^xoi г1). (26)

Если оператор А — положительно определенный, нижняя граница’ 
спектра есть изолированное собственное значение \ и нижняя гра
ница остального спектра есть Х2, то быстрота приближения к мини- 

„ 7 х, \ $муму характеризуется прогрессией с знаменателем д = ( _ -1 .
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