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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА 
ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ

(Представлено академиком Н. И. МусхелишвиЛи IIXI1946)

В этой работе выводится формула, дающая решение задачи Ди
рихле в случае полуплоскости y>Q для уравнения 

где £— действительное число >—1.
Если положим

%=£ + pcosO, _у* + 1 = (ф-j-l)psin 0,

где £—произвольный действительный параметр, 0<р<оо, О<0<к, 
то уравнение (1) примет вид

2 д2и . 2k + 1 ди . д2и . k t а ди „
дрг k ф 1 dp ‘ d(P ' k ф 1 d9

Отсюда видно, что уравнение (1) имеет следующее частное ре
шение:

о __ *
О (л — S, у)= i- ^(sin $)

где о

Очевидно, в полуплоскости ф>0 функция О (л — $, у) ограниче
на, _у)<Д, и на прямой _у=0 удовлетворяет условиям

Щх-l 0) = Р ПРИ л>’
11 при X < 5

Нетрудно видеть, что выражение
1 *

-Щ-? — 1 .,4 +
*4-2

,2*4-2"] 2*4-2

26 ф 2

также является решением уравнения (1) для любого $ при
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Рассмотрим теперь интеграл

и (х, _у)
1

л (Х-*/ +
у* + 2
2k + 2 (2>

где/(х)— кусочно непрерывная ограниченная функция в интервале 
— оо<х<оо. Нетрудно видеть, что этот интеграл сходится абсо
лютно и равномерно и что он представляет собой решение уравне
ния (1) в полуплоскости _У>0.

Формула (2) при ^ = 0 обращается в интеграл Пуассона, решаю
щий задачу Дирихле для уравнения Лапласа в случае полуплоскости 
_у>0. Принимая во внимание, что уравнение (1) обращается в урав
нение Лапласа при £=0, мы можем назвать формулу (2) обобщением 
интеграла Пуассона.

Докажем теперь, что функция «(х, у) ограничена и что она стре
мится к/(х) при у-*0, если в точке х функция / непрерывна.

Формулу (2) мы можем записать еще так:
оо _ А / 2

1 Г / «Л + 1 \ ~ 4k 4- 2
u(x, / х + ^-7 (1 + ^) dt. (3)

— x
Но, так как

S
k + г

(1 4- t2) ^^dt^

00

I \
\ 264-2 /

(4)
^26 4-2/

то из (3) сразу получим, что |»(х, у)| ^таХ |/(х)1, т. е. » (х, у) огра
ничена в полуплоскости у>0.

Далее, из (3) в силу (4) получим

_ * +2
уб 4" 1 \ 1 4k 4-2 „—у— 4 — 2/(х) (1 4- /а) dt.
6 4“ 1 /

(5)

Пусть е — любое фиксированное положительное число. Тогда 
существует такое положительное число (г), которое зависит от е, 
но не от х, у, что

—2/(х) (6)
k + i 

u+/4 ^dt
Допустим теперь, что в точке х функция / непрерывна. Тогда 

существует такое число 8>Р> чт0
|./(х4-А)—/(х)|<е/2 при | h | < 8. (7>

Очевидно, 8 зависит, вообще, как от е, так и от х.
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Пусть У+ J< = Тогда, в силу (7), при 0<^^^(s)
^(e)

•будем иметь
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Представляя теперь интеграл (5) в виде суммы двух интегралов 
•с пределами интегрирования О, N(е) и (е), оо, на основании нера
венств (6), (8) и формулы (4) легко найдем, что

|«(х, y)-/WI<s при у<80. (9)

Отсюда сразу получим, что и(х, ^)->/(х) при у-*®, что и требо
валось доказать.

Примечание 1. Если/(х) равномерно непрерывна в интервале 
(—оо, оо), то неравенство (9) будет выполняться равномерно относи
тельно х. Следовательно, в этом случае при и(х, y)^f(x) 
равномерно относительно х.

Примечание 2. Если /(х) — кусочно-постоянная функция 
принимающая в интервалах (—сю, Xi), (хъ х2), . . . , (х„, сю), 
.х2<х(- + 1 постоянные значения А, /2, . - . , А+ь соответственно, 
то формула (2) примет вид

ll(x, y)=fi&(x— Хр _у) +А + 1 [1— — ХП’ У)] +

+ V/A[Q(x-xft; ^-^(х-х^, j)].
* = 2

Примечание 3. То, что формула (2) дает единственное реше
ние задачи Дирихле для полуплоскости _у>0, легко вытекает из 
теоремы об единственности решения задачи Дирихле для эллиптиче
ских дифференциальных уравнений (см., например, I1), стр. 309).

Примечание 4. Формула (2), кроме самостоятельного интереса, 
имеет также важное применение при решении общей задачи Дирихле 
для уравнения (1). Особенно важным является решение общей за
дачи Дирихле для этого уравнения в том случае, когда граница об
ласти, лежащей целиком в полуплоскости _у>0, содержит отрезок 
оси _у=0. Формула (2) позволяет привести решение этой задачи 
к тому случаю, когда граничные значения искомого решения обра
щаются в нуль на упомянутом отрезке.

Ф. Франкль, который решил недавно эту общую задачу Ди
рихле (2), добивается такого приведения путем использования одного 
частного решения уравнения (1), принимающего вдоль отрезка оси 
у=0 заданные значения, но выраженного при помощи бесконечного 
ряда (Ф. Франкль ограничивается рассмотрением случая Л=О,5). 
Кроме Ф. Франкля решением общей задачи Дирихле занимались 
также и другие авторы (см., например, (3)).
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