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О НОМОГРАММАХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ И ИНТЕГРАЛОВ 
В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 X 1946)

1. Бесконечное многообразие форм аналитических зависимостей 
первого номографического класса представлено формами, перечислен­
ными в работе автора (Ц. Эти последние формы мы будем называть 
нормальными формами зависимостей первого класса, к номографиро­
ванию которых, таким образом, приводится задача номографирования 
любой зависимости первого класса.

Сохраняя здесь и в дальнейшем обозначения, принятые в рабо­
те (1), можем, в силу теоремы 1, утверждать, что вторая нормальная 
форма неэлементарных зависимостей первого класса

г (г — г»)
Nk Г dl

1+* J /1 — k2 sin2 5 (1,1)

имеет применения так же часто (примеры 1,2), как и пер­
вая, несмотря на ограничение, наложенное на комплексный мо­
дуль (1,1).

Пусть

f = \f hi®- ^о);^;^] — Г
F ~ ej

(S'—функция Вейерштрасса; /= L[y(w— k], где L есть sn, сп, 
dn, ns,..., sc (обозначения Glaischer’a); ~ 0, 1, 2, 3)
(функции Tannery и Molk’a (2)).

Теорема 1. Аналитические зависимости z — z0 — MJfdw и 
z— z0 = 7Hln/ суть зависимости первого класса, номографирование 
которых приводится к номографированию одной из двух нормаль­
ных форм неэлементарных зависимостей первого класса.

Доказательство. Перейдя к функциям Якоби L(w,k) в 
предположении модуля k с действительным квадратом, обозначим 
т = — - (3). Воспользовавшись теоремами сложения для функ­
ций sn (w; k), cn (w; k), dn (w; k) и известными тождествами Якоби 
для разложения в суммы попарных произведений этих функций 
в применении к комплексно-сопряженным аргументам, получим 

= о (з).
dpdq

В случае комплексного модуля доказательство осложняется моду­
лярными преобразованиями первой и второй степени.
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Пример 1. z — zj = N' In [ SG((w —w0'); g2; gj — e2] при g2’- 
— 27g32>0, <?i>e2>e8 приводится к (1,1) (см. формулы (3,1)), при­
чем у = М = —== {У +s3?A), k = 2 yf—^H^y (У+уу,

Zo = Zo' + N' In (e3Z / (*1 —e2) (вз-^з)), w0 = w0’ + e4 + 2тЫ1 +

+ 2mw3, где У = i ~ = i e* , £,_ 3,4> = ± 1, причем
Г еі es I с, — е3

знак г1 = е2/е4 должен быть определенным, М—-весь множитель 
перед знаком интеграла (1,1), со, — - ы3 = іК'

V У е,— е3
Пример 2. Зависимость примера 1 при g3 = О, ел = —е3= ^^/2 

приводится к (1,1) (см. формулы (3,2)), причем ^=/2, k^y =-^, 
,. _ ,■ _ К(УУ1) [Г(1/4)]« 1,31102878... У^

У 2е, 4 У 21^
Следствие. Все перечисленные функции / номографируемы 

в полярных координатах, т. е. существуют номограммы зависимо­
стей rel° = aof.

Отметим, что теорема 1 и следствие дают, если не исключать 
случаев вырождения (А = 0, £=1) и все номографируемые элементар­
ные зависимости первого класса; например z = sinw есть предельная 
зависимость для г —— /сп (w; k) dw (но не для зависимости z=sn (w;#)!) 
и т. д.

Полагая в соотношении примера 1 и в соответствующей этому 
соотношению зависимости (1,1) w — w0' = е4(ы1— s3«3), получим форму­
лу для преобразования полного эллиптического интеграла от ком­
плексного модуля, лежащего на единичном круге: К ((У + УУ2) =

1 КУУ^іК'
-у-----ь----   или ”) = ІУ (coscp)+siy (siny] иподоб- «1 S34 у---------------------2
ные соотношения.

Опуская случаи 
разить через dn [и; 
руется в полярных

k = 0, 1, все 12 функций L W—Wt 
М

, k можно вы-
X]. Поэтому достаточно показать, как номографи- 
координатах последняя функция. Обращая, можем

представить первую и вторую неэлементарные нормальные формы так- W — т г

г — z0 > где М— весь множитель перед интегра-

лами в
1 .= — Indn

неэлементарных нормальных формах. Зависимость z—z,
W — wa ■; k приводится к этому виду; получим i(z — z0)

ІпА' + -^-= Г dn
о

(1 +£')/<'(£) + 7 1 К (А).

da, где~ 2

м

о

м
V

W —

М

о

2. Обозначим через А функцию аргумента 2 ре (w-~w« X 
_*1|*1 \ 2V J

модуля т=У, через В - аргумента и = Im (^=^2 и модуля
I I \ N /

т = через Л — аргумента и = \г2 и модуля т = /2; че­

рез В—аргумента и = 2 Im —~ w°- и модуля т = \г 2.
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Буквы с индексом 1 обозначают sn, с индексом 2— сп, с индек­
сом 3 —dn, причем модули k и k' эллиптического интеграла (1 1) 
связаны с модулями k± и и с действительной или чисто мнимой 
единицей « соотношениями:

A2 + ^2=1, ь' =
1+*' 1-Н1’

^ + ^’2= 1, w = JiRld + ^ni-/) ,9 1.
2k V2 ’ [ ’

Модуль k эллиптического интеграла (1,1) в плоскости комплексного 
перемен него k - |2 -\-ik изображается точками лемнискаты Бернулли 
(«2 -г «з ) “\«2 —«3 ) — 0 и, следовательно, принимает, с точностью
до знака, только одно отличное от нуля вещественное значение:

^=/2, k' = t, ^ = /2, ^'= — 1, ы=1. (2,2)

7 (z—z.)
Таким образом, эллиптический интеграл w — w0 = М f

J о
только при условии (2,2) допускает два значения коэффициента М: 
М = N и Л1= 1 г- ’ ПРИ которых получаем зависимость первого класса 
между z и w.

Отметим что модуль эллиптического интеграла (1,1) k и модули 
к , к1 и к1 (2,1) могут быть записаны в функции вещественного пара­
метра а в виде: Е

£ _ У ch а ■— z sh а
cha-j-z’sha cha-j-zsha ’

1^2 ch 2а си а — sh а
Ch а sh а 1 ch а 4- sh а ’

(2,3)

3. Теорема 2. Канонические представления зависимости (1,1) 
в общем случае и при условии (2,2) могут быть даны, соответ­
ственно, в виде-.

(^iJs^Refv^ —z0)]} +(432)]sh2Im[v(z —)
+ (-^MM2) = 0,

(+1) ]sin2Re[r(0—z0)]}+(——+ I (31)
+ (_^BA^0; I

( + 1) 1sin2Re [y(z —г0)] }+ U32)]sh2Im[Y(2 —г0)] } + )
+ (- 2ЛхД2) = 0, I

(+1) |sin2Re[Y(^-20)] [+(B32)]sh2Im [T(z —z0)]H [
+ (2В32) = 0. j

4- Теорема 3. Параметрические и декартовы уравнения, 
определяющие с точностью до коллинеации номограмму (11) 
имеют вид \
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1*(1) =
sin 2 Re [у (з —ZO)1

^=0, X(2) = 0,

У(2) = 1
sh 2 Im [y (z — z0)]

-----------— 1 J (3) — ------------- ,
v - - V2S32-------- -» J Mi ----- --------k^B, kliBlB2

(4,1)

^», «> - Y6«- x^. w >№■ «> - 1 ~ °-
«1

Теорема 4. Эллиптический интеграл (1,1) при фиксирован­
ных N и у и переменном модуле k изображается единственной, 
с точностью до коллинеации, номограммой на двух общих прямо­
линейных шкалах (а), (Ь) и с однопараметрическим [параметр — 
модуль k или а) семейством — пучком конических (3) сечений с 
двумя действительными и двумя комплексно-сопряженными базис­
ными точками, лежащими попарно на шкалах (а), [Ь); аналогич­
ное имеет место для эллиптического интеграла с некомплексным 
модулем (х), но в этом случае пучок конических сечений обла­
дает 4 действительными базисными точками, попарно расположен­
ными на шкалах [а), [Ь) [и (р), [q) при k = 1).

Аналогично, для функции Вейерштрасса, рассмотренной в при­
мере 1, получим пучок конических номограмм, если при постоянных 
20' и N' при изменении инвариантов g2 и g3 /-дискриминант Д = 
= 16(е2—е^ [е2— es) сохраняет постоянное значение.

5. Приведем примеры зависимостей второго класса четвертого 
жанра, номографируемых на двух конических сечениях, основываясь 
на § 1—4 работы (х).

1°. amp [wkp, = nr, + -‘'l я + amp [wkp, k2\,

где 8 = 0, 1 и klt k2 удовлетворяют требованиям соответственных 
неэлементарных нормальных форм. В случаях вырождения получим 
предельные зависимости второго жанра = 1, 2; ^2=/=0, 1) или нуле­
вого жанра = 0, 1; k2 = 0, 1), (^=^2 ПРИ 8=0).

2 • Ую (®i■ ■ ®ю)2 “Ь aio ~ У2о (®2 ^20)" 4“ а2о>

Yio и Уго^О, и все постоянные а и у одновременно действи­
тельные или чисто мнимые.

3°. Yio^i [^0 (Wi — w20)] => y20C2 [^20 [w2 — w20)],

где Clt C2 означают, независимо одно от другого, sin, cos, sh, ch. 
В общем случае | у10 | =# | у20 I • Если же у20 = ± гу20, то С± и С2 
означают одновременно sh или отлично sh. Если Ую = ±у20, то одно и 
только одно из Сг, С2 означает sh. При невыполнении этих условий 
получим зависимости второго жанра.

Поступило
23 IX 1946
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