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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В СЛУЧАЕ 
КРУГА И СФЕРЫ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 10 XI 1946)

В наших работах (х), посвященных решению внешней задачи Ко­
ши— Дирихле для волнового уравнения в случае круга и сферы, 
развит метод, который в настоящей работе применяется для решения 
внутренних задач для круга и сферы.

Рассмотрим сначала двумерное волновое уравнение
д2и д"и_  1 д-и 
дх2 ду2 a2 ді2

Мы ставим себе задачей найти интеграл уравнения (1) во внутрен­
ности круга радиуса 1, если

1 1и = и0 (г, 0) = V аФ (г) cos п 0 + (г) sin п 6,
k=o *4 I

, П (2)
— = иФ (г, 0) = а^ (г) cos иО + ЬФ (г) sin пО, |

° п=0 )

«I = 9 (0,0 = У (0 cosn9-|-^n (O-sinn0. (3) 
'Г=І л=0

Для решения задачи воспользуемся данным нами (2) представле­
нием решения уравнения (1) интегралом, аналогичным интегралу Да- 
ламбера и представляющим собой обобщение интеграла уравнения (1) 
в случае радиальных колебаний, данного Лэмбом (2) и Леви-Чивита (3).

Имеем:

и = V [ -j [АФ (at — г cos А 0 + А^ (at Д- г cos /z;)] cos га0 Д- 
л=0 6

+ [ВФ (at—rcos h О+Д^ (at Д r cos h £)] sin «0 [ cos hn^ di. (4)

Удовлетворяя начальным условиям (2), мы должны иметь

аФ (0 = f Ил) (— r cos + Ап) (r cos cos

о
(— г cos ЛД Д А(п2)' (г cos ^)] cos hn^ dl.
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Аналогичные интегральные уравнения получаем и для искомых 
функций В^ (г =1,2). Интегральные уравнения (5), представляющие 
собой обобщенные интегральные уравнения Шлемильха, решение ко­
торых было нами приведено в (1), позволяют найти искомые функ­
ции при изменении аргумента в интервале (0, 1).

Имеем
ОО

+ Ап } (И = ------  ( {па^ (r^sh 5) +
7Г J 

О

+ г cos hbay(r cos А£)] Тп >(scc АД) dl,

9 г (6>
А™’ (“ г) + АпГ (г) =------ \ [Пап} (r cos А В) +ка J 

о
+ г cos hZa^' (г cos A£)l Тп_ i (sec h4)dZ.

Функция Тп (х) = cos (п arcos х) есть полином Чебышева.
Для п = 0 полагаем Т_г (у)= 1\ (у), причем предполагается, что- 

Функции а'п(г) обращаются в нуль при г>1.
Равенства (6) определяют искомые функции А^—г) и А^ (г) для г, 

изменяющегося в интервале (0, 1). Определение для положитель­
ного значения аргумента дано:

Am (at) + (at) = 0, (7)

что представляет собой условие „непрерывности в начале коорди­
нат^). Аналогично определяются функции В^.

С целью определения ДФ и В^ для других значений аргумента 
будем удовлетворять граничным условиям; при этом должны иметь:

„ ГА С A(n1)(2)rn(at — z)dz Г Д^(г)Гл(г —
Рп\И — I ------ —--------И \ - ------ -------- ;----  (о)

И J+1 /(Z-aZ)2-l

и аналогичное соотношение для В^. Пусть переменная t изменяется 
в интервале Разобьем первое слагаемое в уравнении (8)
на два следующим образом:

І Ап^ Г

V (at — — 1 _ J V(at — z)! — 1

+ V ' (z) Tn(at— z)dz 9)

J / (^_гр_1

Первое слагаемое правой части равенства (9) мы можем считать 
равным нулю, второе же слагаемое, которое мы обозначим через: 
^(t), представляет собой известную функцию, когда t изменяется 
в указанном промежутке. Полагая at + 1 = х, имеем, что, при приня­
тых нами обозначениях, интегральное уравнение (8) примет вид

ф - AW ( —= С А^- Т" (1<Х<3), (ЮГ
\ а J \ а / J /(_у—л+1)2—1
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причем левая часть равенства (10) при х = 3 обращается в нуль 
в силу непротиворечивости граничных и начальных условий. Из об­
щей теории интегральных уравнений первого рода типа Вольтерра(5) 
следует, что уравнение (10) при 1<х<_у<3 имеет единственное 
решение. Обычными методами мы находим решение уравнения (10), 
которое имеет вид

з
А™ (у) = I Нп (г - у) г “ 1 \ - ЙО) 1 dz. (11)

J dz L \ а \ a J
у

Резольвента Hn(z) определяется выражением вида:
5 + І ОО

• H„(z) —------ f ds, (12)

г — i <x
где K„ (s) — известная из теории бесселевых функций функция Мас- 
donald'a, а 8 — достаточно большое положительное число. Оконча­
тельно мы нашли искомую функцию ^^(р) в интервале (1, 3). По 
формуле (7) мы находим Дб)(р) в том же интервале.

Для дальнейшего определения искомой функции А™ (р) нужно 
точно так же, как мы только что это делали, обратиться опять 
к интегральному уравнению (8). Пусть (2А-1-1)<р<(2£-1-3), где 
й — целое положительное число или нуль. Этот промежуток соответ- 

, 24 , 26 4-2 „ствует изменению t в промежутке — ~ . Для этого только
нужно в интегральном уравнении (8) первое слагаемое, представляю­
щее известную функцию, перенести в левую часть. Полученное при 
этом интегральное уравнение даст возможность определить искомую 
функцию Д(£)(р) в промежутке (2А + 1)<р<(2й+3), если для значе­
ний [л, лежащих в промежутке (2#—1)<р<(2А-4-1), мы ранее ее 
определили. По формуле (7) мы найдем Д(б (р) в том же промежутке. 
Указанным процессом мы находим функции А^(у), В<2>(р)для значе­
ний аргумента, соответствующих какому угодно конечному моменту 
времени. Если воспользоваться оценками акад. Соболева, приведен­
ными в книге акад. Смирнова (6), позволяющими оценить среднюю 
квадратичную ошибку в решении по средней квадратичной ошибке 
в начальных и предельных данных, то сразу приходим к выводу, что 
полученное нами решение вида (4) в среднем сколь угодно мало 
отличается от истинного.

Для случая трехмерного волнового уравнения 
д2и
дх2

д2и . д2и___ 1_ д'и
ду2 dz1 a2 dt2 (13)

общее представление решения, данное нами, аналогичное (4), имеет 
вид:

“=ШИл?т № — COS й^) + А^т (at ^-r cos А ;)] cos w ? + 
п~0 тп—00

+ [<)тИ~ГСО8Йе) 4-^)тП+
4-г cos й £)] sin ту } Рп (cos й;) sin й? dt Р™ (cos 0). д 4)

Рассмотрим смешанную задачу для волнового уравнения (13) в 
случае сферы:

4 „ = «оСс°,?); М); «I (15)

143



Заданные начальные и граничные условия разлагаем в ряд по сфе­
рическим функциям. Тогда, аналогично предыдущему, искомые функ­
ции определяются следующими формулами:

А™т (- И + W = - (П + 1) (г) - Г (Г) +

-f- J [(п +1) tg Лс а^т (г cos +r sin h £ a^m (r cos h £)] P'n _, (sec h £) d\, 
0

+ (16)

+ — J [(« + 1) tg h $ a^m (r cos №) + r sin h £ a™m(r cos h S)] P'n _ j (sec hS) dZ, 

0
причем предполагается, что функции а^т(г\ являющиеся коэффи­
циентами разложения в ряд по сферическим функциям функций, 
определяющих начальный режим, обращаются в нуль при г>1.

Для /г = 0 полагаем Р'_1(р)=0. Аналогично (7) имеем
^m^ + A^Jat) = 0. (17)

Из граничного условия получаем:

fA^m(z)pn(at — z)dz+°[A^m^P(z — at)dz. (18)
— оо at + I

Подобно предыдущему имеем
3

ДД - (ДД - аз)

Решение уравнения (19) имеет вид
К. ДДД] +

а L V « Д \ а Л (20)

+ Т [Р’п.т (^)] dz-
U 1 •- \ W / \ ч / J

X
Резольвента равна сумме вычетов функции

П с м
ф (д =-------------------------—-------------------------- ------- (21)

п + +•••+(- ІУР^О)
по отношению к нулям знаменателя. Найденную таким образом функ- 
фию ^^^(р.) в интервале (1,3) мы, аналогично тому как в плоском 
случае, ’находим для значений аргумента, соответствующих какому 
угодно конечному моменту времени.

Рассмотренные задачи были нами ранее решены (7) при определен­
ным образом заданных начальных и граничных условиях (нулевой 
начальный режим и граничное условие выражалось конечной суммой), 
пользуясь интегралом волнового уравнения, данного Whittaker'ом (8).
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