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МЕХАНИКА

А. Г. ИШКОВА

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ, 
ЛЕЖАЩЕЙ НА УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ, ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ
НАГРУЗКИ

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 9 XI 1946)

Обозначим: w — прогиб плиты, v— осадку грунта, р— реакцию ос­
нования, q— интенсивность нагрузки, р = р/г — безразмерный радиус. 

р и w должны удовлетворять дифференциальному уравнению из­
гиба Софи-Жермен:

v2v2^ = к—р(р)] , G)
и уравнению Буссинеска, преобразованному Шлейхером для круга:

При свободно лежащей пластинке
= 0. (3)

при Р=1

Основная трудность решения задачи при заданной нагрузке 
состоит в определении р из уравнений (1) и (2), которым эта функ­
ция совместно с w удовлетворяет. Для нахождения р исключим w, 
выразив w через р из уравнения (1), и приравняем v по (2). Таким 
образом, для нахождения р имеем

да = щ (4)
Будем искать функцию р в виде 

. оо
Р = __ 2T + У Ь2п Р?” > (5)

/1-Р2 ^0

где 1/]/] _ р- есть предполагаемая особенность этой функции. Под­
ставив (5) в (1) и (2) и выразив w и также в виде бесконечных 
рядов по степеням р и удовлетворив (3), приравнивая в (4) коэффи­
циенты при одинаковых степенях р в левой и правой частях, можем 
заменить уравнение (4) для отыскания р бесконечной системой урав- 
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нений с бесконечным числом неизвестных коэффициентов А и Ь2п.
Эта бесконечная система имеет вид: 

» h
<7= У _^ + 2Л,

п = 0

q№mp + 1)
Щтр ф 1) К

1 2птр ф Snip ф 1

п=0
2п — 1 .и, I z I г ।4Л (Л ф 2) (п ф!)3 (тр ф 1) /

00

9^ — 2/1—3 9К 
п=0

Ob

(I')'

(2»i —2)!! 1 ,, , ■ ч
(2тф1)!1 К 2m~2 + T2m 2 ’

„ 2 (1 — fV) Dгде К = ‘°7 ■
(2и — 1)!!

(2л) Н

, тр — коэффициент Пуассона для плиты, у2я =

В уравнения этой системы входит параметр К- Для К = °° и 
/С = 0 точное решение аналогичной системы дал Боровика. Поставим 
задачу найти точное решение системы (I) для общего случая К =h О 
и К ф= оо.

Будем искать ее решение в виде бесконечных рядов по степеням 
І/А', т. е.

U >

00
b — V 1 

2п~ 'и=0 А
(6}

Подставим эти ряды в уравнения системы (I) и будем приравни­
вать в каждом уравнении члены с одинаковыми степенями 
Тогда каждое уравнение этой системы распадется на бесконечную 
систему уравнений относительно новых неизвестных Ар и аил. Полу­
чится некоторая совокупность бесконечных систем. Оказывается, что 
уравнения этой совокупности можно перегруппировать таким обра­
зом, что получится новая совокупность такая, что каждое уравнение 
одной системы будет отличаться от соответствующего ему уравнения 
любой другой системы только правой частью, а коэффициенты при 
неизвестных в левых частях будут одинаковы. Если правые части 
обозначить через и принять во внимание, что все аОл равны нулю, 
то после перегруппировки получится совокупность:

+ 2А, = 0;
со

V а'п
«Л 2п — 2т — 1 
л=0

। 1т>

эо 
_____

2п— 2т — 1
л=0

Щ = 0,1,2,.

1

1

т = 0, 1,2,...,
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где

п 1 4- 2Дй — 0;
л=0

т = 0, 1, 2,...,

0 і 1 V Г 4-З/Ир + 1 '
1 4 [(„ 4-2)(п4-1)4^4-11

п=0 (7)
о (2m — 2)!!’ , , ,
Puw— ( °Чл— 1 т 1 + Ччт — 2 — 1) •

(2т + 1)!!?

Начальные значения при <г = 1:

= I + ЛД ; Pim = —' —1 Y2m 2 ^о)> ($)

где
q I ___g (3mp + 1)
2 ’ 8^+1) ’

1 V ГС^-О» Cnmp + 3-np+l) 1 
4 [ 0«)!! (n 4- 2) щ + 1)J (mp 4- 1)J

n=0
(9)

Совокупность (Г') может быть записана в общем виде:

у Л^ + 2Аи = 0, 
п + 1

п=0
2%л

2л — 2т — 1
п—0

й m = 0,1,2,...
”^””^ = 0,1,2,... (И)

ЙЦ—1 Л,

Поэтому в дальнейшем будем рассматривать только одну какую- 
нибудь систему из этой совокупности для произвольного значения р.

В начале поставлена задача найти точное решение бесконечней 
системы (I). Теперь она свелась к нахождению точного решения си­
стемы (II). Нами найдено точное решение системы (II) в виде:

2(2л-1)!! V (23 4-1)!! в . д = 2 у (2*4-1)П g по) 
к(2л)!! (2з)!1(2л — 2s—1) 1 U тс (2S)!! (2$ 4- 3) 1 и4

4=0 S = 0

Здесь величины зависят от is и Дц—ъ что видно из фор­
мул (8). Можно установить рекурентную зависимость непосредственно 
между 4 и рц-14, минуя a^-ji и Л-ь Оказывается, кроме того, 
что удобнее ввести величины 8^.

(«)

Рекурентные соотношения между этими величинами имеют вид:

!*m тс (2m—l)(2»i-f-1) (2/л — 2s — 3)(zs-f-3)
4=0

»нричем
91в=1+А^, 8И = ^, Slm=-4m(W_j)- (13)
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Через величины 8^ решение системы (II) выраясаеФся в виде:

2 — 1)1!
— к 0)1!

00

2п — 2s — 1
5= О

00Д, = 1 У Зі
я 2s + 

s = О

(14)

Точное решение системы (I) имеет вид:
оо со 5.

д = 1 у 1 у ,
К wJ Д'ЕЛ «J 2S + 3 

И=о 4=0

*2я = - у — у ---- .
к (2п)1! 2п — 2s — 1

(1 = 0 5=0

(15)

00

Для доказательства сходимости ряда у Ь2„ р2п мы доказали сходи- 
п=0

мость всех рядов, входящих в решение, и получили следующие 
оценки сходимости:

| < f—У"1 • 0,438-1,159 (0,23)^,
1 <16> 

|М<(-) -1,159(0,23)“^.
\ тг / 4/п- — 1

Пользуясь (16) и (14), получим:
. ... /0,46 \ и (?« — !)!!

<17>

Пользуясь (17) и (6), получим:

2л!!я ( _О_Д6\ ’ (18)
\ пК)

и найдем интервал изменений параметра К:
0,146 < АГ < со, (19)

для которого решение системы (I) можно искать в виде (6). Поль- 
ОО

зуясь (18), мы доказали, что ряд У &2„р" сходится внутри единично- 
71=0

го круга и на окружности, так как
СО ОО

V IM Р2л< --------- V С.”-1)!! 2я.
2п / 0 46 \

п = 0 ( 1 — 77 ) п = О
\ 7СА /

мажорантный ряд в правой части сходится при 0-^р^ 1, так как его 
общий член при O-^P-^l не больше ^-n-~ а ряд с таким общим 

(2л)!! п 
членом сходится.

Этим самым строго доказывается, что предположение об особен­
ности функции р вида 1/]/1 — Р2 было правильным. Нами даны в яв­
ном виде выражения для коэффициентов А и Ь2п (15), являющихся 
точным решением системы (I) и дающих выражение р по формуле (5), 
т. е. дано точное решение поставленной задачи.

Поступило 
9 XI 1946


