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МАТЕМАТИКА

Л. Н. СЛОБОДЕЦКИЙ

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ РЕГУЛЯРНЫХ ФУНКЦИЙ РЯДАМИ 
ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 8 XI 1946)

Рассматривается вопрос о представлении регулярных функций 
рядами типа
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в предположении, что множество имеет только конечное число 
точек сгущения: eiai, ..., ewp.

Пусть — множество, состоящее из элементов для 
которых е‘“1 есть ближайшая из точек сгущения — множество,
состоящее из первых п элементов {ak J>, и А^ — общая часть Ап 
и j ак р.

Положим bk = 1 — ake~,ai, если ak € и определим 2р чисел:

2d Re(M 
__  ___  а.

= lim -AS—2--------- (/ = I, 2,..., р, Re — символ
— " вещественной части).
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Построим функции u (z) и и (z):
«(eia9 = «(eia9=O (/ = 1,2,...,^)
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Теорема 1. Пусть ряд (7) абсолютно сходится (сходится) в

z0=f=ak и —. Тогда ряд (/) абсолютно сходится (сходится) всюду 
ak

в области (В): u(z)'y>^(z9\, исключая точки z~—- Сходимость 
ak

ряда из абсолютных значении членов ряда (/) равномерна (просто 
равномерна) во всякой замкнутой и ограниченной части (В), не 
содержащей точек z = ew^ и^- .

ak
Из теоремы 1 вытекает существование иа (ис) — константы абсо­

лютной сходимости (сходимости) ряда (1) нюа (^ — константы абсо­
лютной расходимости (расходимости) ряда (1), определяемых следую­
щим образом:

а) если ряд (1) везде абсолютно сходится (сходится), исключая 
ТОЧКИ Z = , ТО иа — Va = — ОО (ис = Vc = — оо);

a-k
б) если ряд (1) нигде не сходится абсолютно (не сходится), ис­

ключая точки z = ak, то иа = va = Д- оо (и,. = vc = + оо);
в) в остальных случаях иа (ис) равно числу, обладающему свойст­

вом, что в области и (z))>ua (u(z)^>uc) ряд (1) везде абсолютно 
сходится (сходится), исключая точки z—^~, и что в области

и (z) Д> — е («(z) > uc—г) ряд (1) не сходится абсолютно (не сходится)' 
хотя бы в одной точке, отличной от z—^, при любом г>0.

ak
va (vc) Равно числу, обладающему свойством, что в области 

u(zXva (u(z)<Cvc) ряд (Г) нигде абсолютно не сходится (не сходится), 
исключая точки z = ак, и что ряд (1) абсолютно сходится (сходится) 
хотя бы в одной точке области u(z)<Cva-\- г (u(z)<ivc + г), отличной 
от z = ak при любом г > 0.

Теорема 2.

- °1 >«а-И>«е-Н
л-»со " W

Л 16л1.
k = 1

где
I 1g— 1
I П— I Г— lg n !P = mm J lim —— , lim —------- I
\ n п~>ж n ? (9)

I 2iw £|».1 
( k =1 h =1 /

Hеравенство (8) точное.
Наложим на ] ak J. дополнительные условия:

Г. Для всех
2°. lim |arg^| = .

k-r- °° 2
3°. £г>0 (Z = 1, 2,...,Р).
4°. Н (т) = о (N (т)) при т-»0, где И (т) — количество bk, по модулю 

равных т, и (t) — количество bk, по модулю ббльших т.
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Пусть
I bk 1 > т

^z(T)= cos(argbA) (Z= 1,2, .. . ,p); (10)
ak € , ak P

(Z= 1,2,,.. ,p); (11)
T -> 0 N (t)

Q(y) = y ( (12)
J *2 \ x /v/r,

где Ty — любое фиксированное положительное число.
Теорема 3. Пусть ряд (1) абсолютно сходится в г0=^ак 

(l^uKl). Тогда сумма ряда (1) f(z) регулярна в u(z)>u\z^ и

— іеі/іЛ-р/^ + ’Он
1 (/= 1,2,...,р) (13)

равномерна для всех ф (|ФК“—S) при и при любом 

а > 0.
Теорема 4. Пусть dt— dt — dt (Z = 1, 2,...,p). При этом для 

всех z и (z) = и (z) = и (z). Пусть, далее, существует предел

lgT
= lim-------- — (14)

1^1 
\Ч\>'

и разлагается в ряд (1), сходящийся всюду в области u(z)~y> 

>zze —pj, исключая точки z = ~. Тогда

(15)

(16)

равномерно для всех ф (1ф|О——8) при §)>0 и при любом 

а)>0.
Достаточные условия представления (1) устанавливаются при до­

полнительном условии:
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Теорема 5. Пусть f(z) регулярна в области {В): u(z)^>ii9^>6T 
] ak принадлежит (В) и

ilm (/=1.2....,Л (17>
4Z -> 0 JTl. Q /1 / j

sin2Y hi \y u0 /

где у определяется из 2° и
Мах |/(г)|. (18)

ial Re (1 - ze ) —-qi

Тогда f(z) разлагается в ряд (1), равномерно сходящийся в лю­
бой замкнутой части области и.

— sin2y
Теорема 6. Пусть f(z) регулярна в ]г|<1 и

Tim ------ -^^7=7-<1 (Z= 1, 2, ...,р), (19)
J Q Л , 2^\

sin2Y hi \ J и0 /

где «0>0. Тогда f(z) разлагается в ряд (1), равномерно сходящийся 
в любой замкнутой части области а (г) > .

- sin2y
Мы приводим только основные результаты нашей работы. В част­

ности, могут быть получены результаты Гончаровых (г), если пола­
гать

v ’ ts
(s > 1, « > 0).
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