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БЕСКОНЕЧНОГО ЦИЛИНДРА*

(Представлено академиком В. И. Смирновым 19 VI 1946)

1. В этой заметке придется иметь дело с решениями волнового 
уравнения
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имеющими вид:
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в случае области р< 1, — oo<z<co, 0<9<2к, Z>0;

, — р 4-1
а

о

в случае области p^l, — oo<z<oc, 0^9<2тс, t^O, 
причем

п = 1, 2, 3,..., ( =(= 0, ГДх) = cos п arc cos х.

Эти решения удовлетворяют нулевым начальным условиям, если

= 0 для т<0. (А)

Интегралы (2) и (3) будем коротко записывать в виде

J Nn(t — т, р, a) (4)

указывая в необходимых случаях индексом i тл е при
на то, что идет речь о внутренней или внешней задаче.

. Отметим, что
N„(0, 1, а) =0. (5)

* См. (2).
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Дифференцируя (4) по р, придем к выражениям вида
f ^а\ ? (0 dr = [ — М" dr, (6)

' dp J /± jp8-flT«(<-T)]-}.

где верхние знаки —для р<1 и нижние —для р^1, причем
ЛГ„(О, 1, а)¥=0. (7)

2. Будем решать уравнения теории упругости для областей рС1 
или р > 1 при нулевых начальных условиях и заданных на границе 
р = 1 смещениях вида

-> іл0 + Лг ->
ц = е мі (0 (м = 1, 2, 3,..., Z¥=0). (8)

Скалярный и цилиндрические составляющие векторного потенциа
ла будем искать в форме

Ф (р,0 е'”9 + аг, [/? (р,0, В (р,0, Z (р,0] е'"9 + ‘Х2,

причем Ф (р, 0 имеет вид (4), a Z (р, 0 получается из (4) заменой а 
на b и <р (0 — на (т).

Так как составляющая векторного потенциала по оси ОХ
eiXz(R cos 9 — 3 sin 6) е‘пв + Лг — -— [el (n + 9 (R -f- /9) + e'1)9 (R — Й0]

удовлетворяет волновому уравнению ГЬ и = 0 и нулевым начальным 
условиям, то полагаем

= J .Mn-dt-x, Р, &) ф2(0^,

откуда следует
Nn +1 фі dr -f- р Nn — i Фг dr-, 

^=—4J^n+i Фі^ —ф2л]. (9)

Составляющие вектора смещения связаны с потенциалами так:
дФ , in Z ... Q ) и = — 4---------zMl,д? р J

}
р др

® = ДФ + — — inR^ .
Р \ др /

Внося в (10) выражения для ^,Z,R,^ и полагая р— 1, получим 
систему трех интегральных уравнений относительно четырех неизвест
ных функций ф2,Фі,Ф2- Положим <р2 = 0 и обозначим фх через ф.

3. В случае внутренней задачи мы получим
t

С Mn.Rt — rO.a) 
«1) = 9-.........-.. ? (^) d^ +

z t
i^n, i(t — S 1, b) фг (т) dr — X. у Mn + 1, i(t — r, 1, b) Ф(0 dr,
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Вследствие условия (А) для промежутка система (11)
^^превращается в систему интегральных уравнений Вольтерра, легко
^сводящуюся к регулярной С) в силу (5) и (7). Решив ее, найдем ср, фг, ф 

промежутке 0^т<|. Зная эти функции в промежутке 0т<^-

Щ А-целое число), определим их в промежутке /г(й + 1) 

113 системы интегральных уравнений, получающейся из (11), если в
IX шей положить t= + k —, ■г = \А-к~а и разбить промежутки ин-

тегрирования t —
Г, 2 2Г| на два: t------, — а а

'2k
а

1 Г 2t и t — —, t на два: ь 
2 Ж 
b ’ а а

. Так, шаг за шагом, определяются функции ?, фг, ф

для любого т, чем доказано существование и единственность ре
шения системы (И) при условии непрерывности производных 
«(А 1), v(t, 1), w(t, 1) и «(О, 1) = «' (0, 1) = ^(0, 1) = f' (0, 1) = 
= ^(0, 1) =w' (о, 1). z

В случае внешней задачи вместо системы (11) получается система 
интегральных уравнений Вольтерра (нижний предел интегралов 0), 
легко сводящаяся к регулярной в силу условий (5) и (7) и имеющая 
единственное непрерывное решение в промежутке задания и, непре
рывности производных «(^1), ^(^ 1), ®(М) и »(0, 1) = и'(0, 1) = 
= (о, о = V' (0, о = (о, 0 = (°, 0 = °-

4. Применение одностороннего преобразования Лапласа для реше
ния системы (11) и аналогичной для р>1 позволяет дать формулы 
для определения о, ^z, Ф для любого момента времени, не прибегая в 
случае внутренней 'задачи к последовательному определению их в

'4 6\
? I а а /

2\ Г2промежутках О, а /
4\

L 7 а ’ а / L..
Применяя преобразование Лапласа к системе (И) и системе, из 

которой (И) была получена подстановкой р = 1, и исключая L^, L^z, 
Дф, найдем и (t, р), v (t, р), Таким путем получаем

г + I ОО >
и и, р) = — f est A (s, р) А -1 (s, 1) Ц и (t, 1) ds,

7 2лг J
о —i®

(12)
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где матрица

А (5,р) =

а 1п (ра) - /„ (рb) — Un + i (pb)Г
ІП ~ ~
7 in (ра) — bin (pb) шП4.і (pb) г
/х I„ (pa) 0 — ib ln (pb)

(13)

In(x) — функция Бесселя мнимого аргумента.
В случае внешней задачи решение также получается в форме (12), 

только в матрице А функции 1„ (х) надо заменить функциями Макдо
нальда Кп(х).

5. В случае задания напряжения на границе векторный и скаляр
ный потенциалы ищем по формулам, получающимся из (4)^и (9) ин
тегрированием по t от 0 до t, т. е. имеющим вид

J [ (t — ^р, a) 7(S) d^d-t, 
о

что вызвано тем, что в граничные условия входят вторые производ
ные от потенциалов. Повторяя рассуждения, проведенные для задачи 
о смещениях, убедимся, что система интегральных уравнений для 
определения ? (т), фг (т), ф (т) имеет решение. Применяя преобразова
ние Лапласа к равенствам, связывающим u(t,p) и потенциалы, и к ра
венствам, связывающим напряжения и потенциалы, и исключая 

^іФ, придем к решению

у 5 + І ОО'

— f ^A(s,p)B^(s,\)L1f\(t,\)ds,} 7(14)
X7TZ J

а — і &

где матрица В (s, 1) находится так: предположив смещения в виде

ueine + i>z = eine + ilzA(s,p)c

где с = const, определим напряжение f(t, 1) е1П 6 + на поверхности
Р = 1. Тогда равенство f — B(s,\) с и определяет матрицу B(s, 1).

6. Выше предполагалось, что п =£ О, X 0. Если п = 0 или X = 0 
или п = X = 0, то рассуждения несколько усложняются, хотя конеч
ный результат остается тем же.

Поступило
19 VI 1946
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