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ВJ1) мы дали общее решение волнового уравнения в пространстве 
пл из^рении, представляющее собой обобщение решения, данного 
Лембом ( ) и Леви-Чивита (3) для случая радиальных колебаний.

В настоящей работе дается общее представление решения волно
вого уравнения для случая пространства л-|-2 измерений
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А2» , д2и _ 1 д2и
дхп+1 1 + 1 а2 д!2 ’ (1)

представляющее совокупность сходящихся и расходящихся волн.
Интеграл волнового уравнения (1), представляющий обобщение 

решения Лемба и Леви-Чивита, имеет вид:

v
О

(r, 0 ГДО^,..., 0л,?), (2)
t — — cos К 

а /4 —cos AS i 
a / sin hn (cos AS) dZ.п

СферическиеСферические координаты (0П 02,..., 0п, точки в пространстве 
«4-2 измерении определяются формулами: 1 Р 

x1=rcos01,1 л *2~rsin 61COS °2’ • ■ •’ C = r sin 0! sin 02... cos 0„,
+ -rsin0 sin02... sin 0„ COS X„+2=r sin 0, sin 02 . . . Sin 0„ sin

’ 6«’ ~ гиперсферическая функция степени s:
Cs(z) полином Якоби — Гегенбауэра, представимый формулой

Функция v (г, t) должна удовлетворять уравнению 
— [ п+1 _ s(s+n) _ 1
йг- г дг г2 ~ а2 dt2 ’ (3)

Выражению щ (г, t) можно также придать вид: 
ОО

4-4^4^^ (z2—1) 2 Cl^dz. (4)

Докажем, что первое слагаемое равенства (4)

(5)
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представляющее собой расходящуюся волну, действительно удовлет
воряет уравнению (3). Предполагается, конечно, что функция А^п (г) 
должна быть такой, чтобы интеграл формулы (5) сходился. Доста
точным (но не существенным) условием для этого является

(6)

где е любая положительная величина. Пусть функция ДР»(г) име
ет непрерывные производные до 2-го порядка включительно удов
летворяющие условию ’ J

Тогда, подставляя выражение (5) в уравнение (3), имеем 
^2 । п л) \ d~v

\дг2 г дг г1 / д(2 '
00

= ( Г (г2 - 1) А^" yr Л _ Г \
J L . \ а ) г s'n\; а )

(8).

п — 1
- s (s 4-п) (г2 — 1)~ С" (г)} dz^=О

УраВНМИЯ " ■«-

очевидн0’ бУДет удовлетворено, если А{Л (z) обра
щается в нуль при отрицательных значениях z, превосходящих неко
торый предел. Аналогичное доказательство применимо и ко второму 
слагаемому равенства (4) при условиях, аналогичных (6), (7) Р У

Докажем, что всякое решение и (r,t, 0,,..., О ф) уравнения ГП 
обращающееся^ 0 на бесконечности, может быть представлено в виде

“= 2 / г,(гcos Л?, 7, в,........e,„?)sin*»5C;(cos4E)<7E, (9) 

где, как известно (4),

ТДгсозЛгД, е1;..., 6„,?) = (Ю)
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= As,Pl,P...... ,pn(r cos AS, t) P^P1 (cos 0J P(Pt> A°(cos 02).. .

...P^ P (cos 6„) [с.°>л?1.
" [SinZn‘J

Р1™Ъ№=^ —xrfl2^ Vp W (я целое ^р), где vp (х) есть поли

ном*, который для целых значений р определяется как коэффи
циент при hP в разложении (1 — 2 А^ф-^Ч"^2 по возрастающим сте
пеням h. Целые числа рх,р2,... ,рп должны удовлетворять условиям 
s>A>P2>--->P«-i>Pn>0. Коэффициенты As,Pl,...p (z,t) у ли
нейно независимых гиперсферических функций (10) степени s, число 
которых N — Саф2)...(^+и—удовлетворяют уравне

нию колебания струны

^.р......... р , ^s.p,........ ...
--------------- ----- - = ------------------------- . (11) дгг---- . а2 dt2---------------------------------------v ’

Характер обращения функций и (г, t, 0П ..., 0„, ср) в нуль на беско
нечности мы выясним в дальнейшем.

Для доказательства нашего утверждения разложим функцию 
и (г, t, 01,..., 0„, со) в ряд по гиперсферическим функциям; имеем

ОО
и (г, оя, Ф)= 2 ys (г, 0Я, Т),

S — Q
(12)

где Ys (г, t, 01,... , 0„, Ф)= as, Р1.......Рп (г, Ц Р^Р1 (cos 0Ц Р^^ (cos 02)...

■■■PpL^05^ [‘“м|- (13)

Подставляя в формулу (9) вместо и его значение, определяемое 
выражениями (12), (13), и приравнивая в обеих частях коэффициенты 
при одинаковых гиперсферических функциях, получаем интегральное 
уравнение для определения искомых функций AS,P1,...,P (r,f):

ОО
^,Р1.........р„{г,^= / А, а,... .^(^ cos AS,/) sin A” S С" (cos А?) (14)

Пусть функция as,Pl.......рп(г’^ имеет непрерывные частные про
изводные по г до [п/2]ф-1 порядка включительно, при 0<г<фоо 
удовлетворяющие условиям

Ча.......р
lim г" + г + г---------- —~ =0, £>0 (/=0,1,.

г -> ОО gp ' ’ ’ + 1); (15)

тогда интегральное уравнение (14) имеет непрерывное решение в
^/2}+2^а,...„ 

занном интервале, и если —----------------- —------ -
^г!«/2] + 2

ука-

тонепрерывно,
А, А, • - - , Рп(г'

■ — ■ существует и непрерывно, причем такое решение
■--------- — І * ; ; • ' •

Полином С"<х) (2 *) ^отличается от ^полинома vl™ (х) постоянным множителем.
2*
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единственно при условии, что lim г”+5 А)Л,... ,р (г, 0=0- 
г -> ОО "

AS,P1,...,P (r,t) определяется следующей формулой при п четном:

Л+1 р [ у + ' 1
Л.,.......,,(М)=(-Т)’ ......X

r V(XdX)2+I /

Ts  ! (r/Х) Л
Р~2 Гх2

(16)

где Тп (%)=cos(n arc cos х)—полином Чебышева. Формула (16) будет 
справедлива также и при s = 0 при предположении, что Г—i (х) = 7'1(х).

При нечетном п решение интегрального уравнения (14) имеет вид:

As, Pl....,Pn (г, 0 = (—1) 2 —Tj д п+1 [г* + ”fls,A,..„ Рп (г, t) ] +

(г dr) 2

00 / п+ 1 )
........(17)

г 1(ХдХ) 2 J

где Рп(х)— полином Лежандра-. При s=0 предполагаем, что PL,(a)=0. 
Символ dm/(bdP)m обозначает операцию дифференцирования и после
довательного деления на к, проделываемую m раз.

Находя частные производные второго порядка по г и по t от обеих 
частей выражений (16), (17), мы убеждаемся, что функции 
As, Р„ ..., р (г, t) действительно удовлетворяют уравнению колебания 
струны при условии, что функция as, Р1,..., Pn(f, t) удовлетворяет урав
нению (3). Из формул (16) и (17) мы видим, что характер обраще
ния в нуль на бесконечности искомых функций AS,P1...... Р таков же, 
как и заданных функций. Таким образом, нами доказана представимость 
всякого решения уравнения (1), определяемого равенствами (12), (13), 
коэффициенты которых удовлетворяют условию (15), в виде равномерно 
сходящегося ряда (9). При s=0 формула (5) решает задачу излучения 
(5) для волнового уравнения (1).

Изложенное доказательство представления решения волнового 
уравнения (1) позволяет получить решение задачи Коши, а также 
смешанной задачи для волнового уравнения (1) в случае гиперсферы 
(внешняя и внутренняя задачи), подобно тому как это нами сделано (х) 
для задачи Коши и для внешней задачи для случая круга и сферы.
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