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МАТЕМАТИКА
М. КРАСНОСЕЛЬСКИЙ и С. КРЕЙН

f О ЦЕНТРЕ ОБЩЕЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 6 IV 1947)

1. В последних работах Е. А. Барбашина (г, 2) и В. В. Немыц- 
кого (3) было введено понятие общей динамической системы как 
группы гомеоморфных преобразований компакта. Эти авторы показали, 
что ряд предложений, установленных Биркгофом (4) для обычных 
динамических систем, переносится на общие динамические системы.

В настоящей заметке мы показываем, что теорема, аналогичная 
теореме Биркгофа о вероятностном свойстве центра динамической си
стемы, имеет место для общих динамических систем в смысле Не- 
мыцкого. При доказательстве мы предполагаем, что топологическая 
группа преобразований компакта связна.

2. Пусть G — связная локально-компактная  группа, удовлетво
ряющая второй аксиоме счетности. Для любых подмножеств S я Т 
группы G мы будем понимать под ST совокупность всевозможных 
произведений элементов множества S на элементы множества Т.

*

Обозначим через IF произвольную окрестность единицы е груп
пы G, замыкание которой компактно. Рассмотрим множества W 
(/=1, 2, . . .), состоящие из всевозможных произведений каждых i 
элементов из W. Множества W1 будут образовывать расширяющуюся 
последовательность открытых множеств (W‘ с: IF!+'), замыкание каж
дого из которых компактно. Как известно (5), связная топологическая 
группа является суммой всех множеств W1. Наконец, каждое компакт
ное множество’/7 с G содержится во всех W*,  начиная с некоторого/.

Нам понадобятся некоторые леммы, относящиеся к свойствам 
множеств W‘.

Лемма 1. Для любого натурального I найдется такое т, 
что пересечение Wma П Wp при любом а £ Wp и всяком рД-l со
держит некоторое множество w'b, где b С Wp.

Требованиям леммы будет удовлетворять такое т, при котором W- 
содержит компактное множество WlW 1.

Лемма 2. Для любого натурального т найдется такое пг 
что Wm П IF"a = 0 при аИ Wn.

Требованиям леммы будет удовлетворять такое п, при котором IF” 
содержит компактное множество IF’ "zlFm.

Лемма 3. Пусть т и п — натуральные числа, удовлетворяю
щие условиям леммы 2. Тогда в каждом множестве Q cz G с 
компактным замыканием найдется конечное число элементов 
a, £ Q (i=b • • ■ , г) таких, что множества Wnai г) по
крывают Q, а множества WmOi и Wnaj не имеют общих точек 
при i Д ].

* Мы предполагаем, что группа G некомпактна.
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Утверждение леммы следует из леммы 2 и того что непепеге 
кающихся множеств Wm а при а € О не Мож₽т л ’ « непересе- 
ного числа се может быть более конеч-

ВДДГ °введена п₽аво- 
заХТ^д"^ - -«пакте М

точки компакта Л1 будем обознянятк Лаптоп ' у вание группы g(x), f(x) аЧЭТЬ буквами, х, у, z, а преобразо-

пактному множеству Qc С. Не пРинадлежа1пих некоторому ком-
«ваРХК=^^^ М является замкнутым

1ф любой окрестности V(7И,) множество м

рема Ц?кого^^^
что множествоР Q ' може/ быть выбпя^еЛЬН° К нашемУ слУчаю,

Теопе^ о ^ЫТ° “I “едователвно, измеримо. ' “°

mes 0 (х, М — I/ < С
для всех точек х^М.

...........

Ж Л Л, э 'ДЛГ ДлТ'*? 3a^KMy™L HHBaP“a"™™ множеств 
точек, небзуждаюійх вХ я

Z=Mr называют центром динамической си-
второго рода. 

Множество 
с те мы.

4. Пусть П7 
группы G. Для опять обозначает произвольную окрестность единицы 
О (х U\ (xGma ОТКРЫТОГО множества UcM будем обозначать через 
;всех таких> что g^u- Очеввдно> 

ств°ЛРтеДв7^ скажем’ что для точки х^М суще- 
—”Р тность пребывания в открытом мно- 

если существует н н иж е с т в e CJ,

* Например, 
уравнениями: динамическая система, заданная на единичном круге х2 + у» < 1

dxidt-(1 — х2— _у2)(х2J,2), dyidl — 0.
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,. mes 9,- (x, U)lim ------1 ■
->°c mes IT'

и если этот предел не зависит от выбора окрестности W единицы е 
группы G.

Теорема 3. Вероятность пребывания любой точки х^М в каж
дой окрестности U центра Z динамической системы равна 1, причем

mes 8* 1 при i +
mes Wl

равномерно по всем х^М.
Доказательство. Покажем по индукции, что утверждение 

теоремы справедливо для всех (l-^a-^r).
Для Му это следует из теоремы 2. Если a—порядковое число второго 

рода, то утверждение теоремы для следует из того, что каждая 
окрестность Ма является окрестностью и для некоторого Мц где

Пусть утверждение теоремы справедливо для Л1а_і, докажем его 
для Ма. Пусть U—окрестность Мх. Выберем окрестность V (Ма) так, 
чтобы V^zU. Тогда, в силу теоремы 2, для всех точек x^M^-t 
найдется такая константа С, что mes 0 (х, М — IZ) < С. Выберем та
кое I, чтобы C<-|-mes W1, а затем по этому I выберем последо
вательно т и п, как это указано в леммах 1 ц 2. Непрерывность g (х) 
как функции двух переменных g(G и xkM позволяет выбрать такую 
-окрестность G (ЛД-Д, что для любой ее точки у:

mesOn(y, Л7— U) < С < — mes Wl. (1)

Согласно предположению индукции выберем такое рй>п, чтобы 
для всех р^р0

mes 6^(х, М — Uy) <6, ~~ mes W1 при всех х^М. (2)

Фиксируем точку х из М и покроем множество бДх, Uy — U^Uy) 
(согласно лемме 3) окрестностями W"g, Uy — UC\Uy);

г); тогда, пользуясь правой инвариантностью меры и (1), 
получим:

Г
mes (х, Uy - U П Uy) < mes V 9„ (g, (х), Uy - U П Uy) <

V тез 6„ (gt (x), Uy — U Q U t) <^r mes Д mes Wp.
t=i

Объединяя полученное неравенство с неравенством (2), имеем

mes 0/, (х, М — U)^
<mes 6Дх, М —- Uy) + mes 9Дх, Uy—UП UyX5 mes Wp-

Теорема доказана.
Поступило
6 IV 1947 .
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