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МАТЕМАТИКА

А. МЫШКИС

ОБ ОДНОЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ЛЕММЕ, ИМЕЮЩЕЙ 
ПРИЛОЖЕНИЕ В ТЕОРИИ УСТОЙЧИВОСТИ ЛЯПУНОВА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 27 VII 1946)

Пусть в п + 1-мерном евклидовом пространстве хи ... ,хп ,t Еп + ь 
имеется область G. Мы впредь будем считать, что G удовлетворяет 
условию /у существует непрерывное отображение / полуполосы

s € [0, 1], t € [0, оо) (т. е. 0^s=c 1, 0 «5 t < оо) (1)
в Еп+л такое, что для любых s и t, удовлетворяющих (1), будет

Х(М)бО' (s^O),
= р(Х(1П),ОИ^а>0; (2)

верхний индекс t означает, что берется совокупность всех точек мно
жества, имеющих данное значение t, а р(А, В) есть расстояние между 
точками А и В; а не зависит от t.

Пусть, далее, в гиперплоскости t = 0 имеется конечное п—\-мер
ное многообразие <5 (см. ^), стр. 60 и гл. 10); мы предположим, что 
5 содержит начало координат внутри себя * и целиком лежит в ци
линдре С п

х2 < а2. 
1

1=1

Пусть, наконец, в Еп-и имеется семейство траекторий ЦА,Т) 
(0^^<со, ДЕ5П G**),  где

Т(А, Т (А, 0) = А, 0<р(Т(Д, t),O^
(/€ [0, оо), А €5 П G); (3)

при этом Т (А, Г) есть непрерывная функция совокупности аргументов 
на своей области определения. Мы поставим для семейства траекто
рий условие Г: пусть для Ао и (0 Т(А0, T^^G — G = Г. Тогда для 
любых и е>0 существует такое 3>0, что при р(А1,А0)-<8 
имеет место, по крайней мере, один из двух случаев:

1°. Т (aJi) € Г при некотором [0, fj.
2°. Расстояние от Т (А^ до Г не превосходит г.
Лемма. Пусть выполнены условия X, Г и

р(Г(А, t\Ot)<a (0^/<оо, А€5 П G). (4)

* Как известно, S делит гиперплоскость t = 0 на две части (см. (2), (3), X, § 2, 4 
стр. 395).

** Е есть замыкание Е.
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Тогда _д ля некоторого A^S^G для всех /бГОоо) б идет 
T(A,t)EG. J У

Доказательство. 1) Ориентируем S* и обозначим через S(A 
совокупность тех точек А € S П G, для которых при всех т € ГОЛ 

в частности, 5(0) = 5 П G. Из непрерывности Т следует 
открыто на 5 при каждом / (0 [0,оо)). Посредством функции 

т S(0 «епрерывно отображается на Т (S = Р (t). Таким обра
зом, P(t) является кривым бесконечным п—1-мерным ориентирован
ным комплексом. В то же время при каждом I посредством функции 
X отрезок [0,1 J, ориентированный в естественном порядке, неппеоыв- 
но отображается на кривую lt и 1

2) (0 ~ ЭД, *)]<= Г (/ € [0,оо)). (5)
UTAe^™Te;ibH0’ ПУСТЬ A^S^~S(Q- Тогда Т(АМЁЕ„+1~С, 
цто сразу следует из непрерывности Т. Пусть Т (До,/о) € G. В силу 

Г по край«ей мере один раз 
Р /7 / л ч 0 ’ силу условия Г для любого е^>0 найдется окре

стность U(A0) такая, что если А. € U (АА п 5 (tA То Т(А /1 отстоит 
от I не больше, чем на г. Однако это, очевидно’ противоречит непре
рывности Т, А € S (t ) и Т Ы, что и требуется.
ресечениТрГН и / « Й И (5) МЫ можем усмотреть индекс х(0 пе
ресечения P(t) и Л в ориентированном по схеме ОХ^... Хп .

9J0M для 1 ого, чтобы пересекались конечные полиэдры, мы мо
жем апроксимировать S ({) конечным полиэдром 5* (Л- ясно что индекс пересечения с /, не зависитХт конкрйного выбора

пустоЛИ Т0ЛЬК0 -РО-имация настолько хороша, что P(t)_ T(S* <£),/) П It

£0 зависимости от ориентации 5. Действительно, в
"Д1, J ВНУТРИ 5 И кончается вне 5, в то время как

S (см\ч; Сра3у следует из WeropoHHoc™
дого^н?™^ ^ЧИ^"“°Й “'“РАВНОЙ функцией t для каж: 
Aoi и ia с непустым b(t0). Действительно, в силу непоеоывности Т и у (“- 3» годится дл₽яРц “°че™
Печени ^Т^ । д°7а™но мало. Инвариантность же индекса пе- 
пример из (^/Йо)73-74ПРИ ДОСТаТ0ЧН0 мал°м следует, на- 

случае^ ПРИ ВС6Х Действительно, пусть в противном
даУппи 0zo*™ грань тех I, для которых 5(0 пусто. Тог- 
йп 304^1^° ’ И п°тому П h непусто (см. С), § 74
стр. 304). Возьмем 0<4<...->0 и A^S^ G= 1, 2,...) так, что

(г-1,2,...), Д.
, *~>ОО

оьштоста Т(Лп^ И ПОЭТ°МУ
всех / б ГО^/ 1 Рп достаточно больших І должно быть Т {At ,t)^G для 
От™ L °’ По опредалению, /0 для некоторого f € [0, ZO1 Т(А Г &/Д Т/Жг Г’ РаССТ0ЯНИе °т Т<А-^ » Г стДтся к 
и при И 1 что невозможно.

7) Пусть 4€Пв(і)с«п G. Ясно, что для всех /€[0,00) будет

T{A,t)eG.
Лемма доказана.

- Это всегда возможно; см., например, (3), X, § 2, 4, стр. 395. 
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Замечание 1. Неравенства в (2) и (4), связанные с числом аг 
можно ослабить. Именно, можно требовать только р (х (1,0), О0) > а, 
в то время как при />0 требовать Х(М) ёР (Q (при обозначе
ниях 1)). Утверждение леммы останется в силе; доказательство не изме
нится.

Замечание 2. Положим, что кроме выполнения условия Г дано 
следующее: пусть А — произвольная точка, для которой Т(А, /)€Г при 
некотором /€[0,оо); тогда найдется окрестность U (Л) и число ^(Л) 
такие, что для любой А' € U (Л) при некотором t' (Л') € [0, /0(Л)] 
Т(Л,/ (Л')) € Г. Тогда лемму можно ус-илить, именно, тогда для не
которого A6SAG для всех t € [0,оо) будет Г (Л, /) € G.

Действительно, в силу выполнения нового условия для любых 
Л € II S (z) (см. 6)) и / € [0,оо) будет Т (A,t) € Г.

Замечание 3. Обозначим через т (Л) (A € S П G) момент первой 
встречи Т(А, /) с Г (О^т(Л)^оо) *.  Тогда из полунепрерывности т 
на S П G сверху, т. е.

Птт:(Л')^т(Л) (Л €5 П G), (6)

следует как условие Г, так и условие замечания 2. Таким образом, 
из полунепрерывности т сверху следует утверждение леммы в уси
ленной замечанием 2 форме.

Отметим, что полунепрерывность функции с снизу есть очевидное 
следствие непрерывности Т. Отсюда требование (6) эквивалентно тре
бованию непрерывности т.

Замечание 4. Пусть известно, что если для Ло и/0 Т(Л0,/0)€Г, 
то при всех 7 (Л0,/)(;О. Тогда условие Г, очевидно, выполнено. 
Если, кроме того, дано, что для любых таких Ло и /0 для некоторого 
Л — (Ло/о) > ПРИ всех Z€(/0,/x) будет Л(Л0,/)ёГ, то выполнено, 
очевидно, условие (6) замечания 3.

Замечание 5. Обозначим через / (S) ст х — 5 внутренность S. 
Пусть непрерывное семейство траекторий Т (А, /) имеет начальными 
точками не только S П О, но все/(S) П G— О0 = Е при выполнении 
(3). Тогда, если выполнены условия Г и (4), множество М точек A G Е, 
для которых при всех t € [0,оо) Т (A,t) € G, при добавлении к нему О0 
содержит континуум, соединяющий О0 с А. Если выполнено условие 
замечания 2, этим же свойством обладает множество точек А ЕЕ, для 
которых при всех t € (0,оо) Т (A, t) EG. Замечания 3 и 4 также перено
сятся на этот случай автоматически.

Для доказательства, например, первого утверждения заметим, что 
Л4 + О0, очевидно, замкнуто. Если бы компонента связности О0вМ + О0 
не содержала точек S, то при некотором г>0 е-компонента Кг О0 в 
714+ О0 (см. (4), § 30, стр. 173— 174) не содержала бы точек S. Опи
сав около каждой точки Ке п — 1-мерную сферу достаточно малого 
радиуса и воспользовавшись теоремой Heine — ВогеГя, мы легко 
нашли бы /г—1-мерное конечное многообразие S' с I(S), содержащее 
Oq внутри себя, с пустым 3' П М. Однако это противоречит лемме. 
Аналогично доказываются прочие утверждения замечания 5.

Замечание 6. Лемма с замечаниями 2 — 5 имеет непосредствен
ное приложение в теории устойчивости Ляпунова. Действительно, 
например, если выполнены все условия леммы, кроме (4), и известно, 
что для любого Ао невозможно T(A0,t)EG П С при всех t Е [0,оо), то 
из леммы следует, что для некоторых Ло €3 П G и /0>0 будет 

* т W = оо, если Т (4, t) g Г при всех t g [0, оо).
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Р (П^оЛ), О/,) ^а. В случае выполнения условий замечания 2 полу
чится дополнительно Ло€5 П G. Аналогично замечанию 5 при этом 
получится, что если траектории начинаются на Е, то множество точек 
А£Е, для которых при некотором t{A) будет ?(Т(А, Z (А)),О/(Л)) > а, 
при добавлении к нему О0 содержит континуум, соединяющий О0 с 
S, и т. д.

Замечания 4 и 5 уточняют теорему К. П. Персидского ((5), стр. 
88 — 91). Из выполнения условия теоремы Н. Г. Четаева ((6),(7), § 2), 
связанного со знаком W на поверхности W = 0, как легко видеть, 
следует выполнение условия замечания 3. Тут этому условию можно 
дать следующий вид: существует окрестность U множества L всех 
точек пересечения всех траекторий с Г и на U Л О функция Иг>0 
такая, что если В € L, то

lira Ж(В') = 0, hm (7)
B'^B.B'QG В' ->В,В'£К ПО

где под DW понимается любое из производных чисел функции W по 
t, взятых вдоль траекторий, а К есть множество всех точек всех тра
екторий (в случае В € К л G второе соотношение (7) отпадает). Этот 
критерий можно применять как для S П G, так и для Е.

Поступило
27 VII 1946
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