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Пусть R — группа линейных преобразований у = ах + $ действи­
тельной оси, где а — произвольное положительное число, — произ­
вольное действительное число. В обзорном докладе по теории вероят­
ностей А. Н. Колмогоров поставил следующую проблему: Найти 
общий вид всехположительно-определенных функций 
на R и их разложение на элементарные положительно­
определенные функции.

Из Р) следует, что эта задача эквивалентна нахождению общего 
вида унитарных представлений R в сепарабельном гильбертовом про­
странстве и их разложению на неприводимые унитарные представле­
ния. В настоящей заметке дается решение этой задачи, полученное 
попутно авторами при их общих исследованиях по теории унитарных 
представлений.

Методы, здесь примененные, в своей алгебраической части восхо­
дят еще к Фробениусу. При некотором видоизменении изложенный 
здесь метод может быть применен к любым разрешимым группам Ли. 
В частности, совершенно аналогично можно найти общий вид уни­
тарных представлений группы К всех преобразований w = az + £ ком­
плексной z - плоскости, где а, — произвольные комплексные ' числа 
и афО.

Группа R содержит две следующие коммутативные подгруппы: 
1) группу % сдвигов х->х + $‘, ее элементы обозначим через 
2) группу g растяжений х-^ах, ее элементы обозначим через sa *.

Пусть теперь дано представление группы R в сепарабельном про­
странстве $ (отметим, что случай несепарабельного пространства без 
труда сводится к рассматриваемому разложением в прямую сумму 
циклических подпространств). Обозначим через и Sa операторы, 
соответствующие и s«. Тогда

Tq, = + = Sa,,,; T$Sa = S^T^. (1)
Обозначим через эд совокупность тех /б®, для которых T^f — f 

при любом ₽. Тогда для /б% будет: Saf = T^f = Saf, следова­
тельно, также Saf б ЭД- Таким образом, эд, а значит и ортогональное 
дополнение Ж = § — эд приводит наше представление. Итак, в 

= a — произвольное представление группы g, т. е. мульти­
пликативной группы положительных чисел.

Перейдем к рассмотрению представления в ж. Там равенство 
T$f=f для всех £ возможно только при/ = 0. Согласно известной

* Эта группа изоморфна фактор-группе R /%.
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теореме Стона (2), из (1) следует, что Trf = j е'^ dE,f, где Ex —
~ ОО 

спектральная функция.
Далее, согласно теории Хеллингера-Хана (см. например, (2)) про­

странство те можно реализовать в виде прямой суммы пространств те*

Д = 1, 2, 3, . . .) функций /ДХ) таких, что||/й||2= J 
— оо

<С + оо, где ak (А) — положительная вполне аддитивная функция боре- 
левских множеств на прямой и аД—оо, 4-оо) = 1. Кроме того, каж­
дая из функций сДА) абсолютно непрерывна относительно предыду­
щих a*_i (А),..., аДД). Из определения те следует также, что ни 
одна из функций aft(A) не сосредоточена в нуле. Мы будем писать 
/~дд?оьтогда ад—

Оператор S, можно изобразить в виде матрицы || Sy (а) ||, где Sy (а) — 
ограниченный оператор из те, в тей. Именно

І
и, в силу унитарности S*,

2 НА II2 =2 И 2 s^fiW2- k k j
Положим Sy (a) 1 = ку (a, X); из (1) легко следует, что

5у(а)/,(Х)=ку(а,Х)/.(Х/а); (2)
следовательно, условие унитарности перепишется в виде 

ОО ОО
2 f ia w i2^w= 2/12 (з)
А - оо А — оо J

Полагая в (ЗДА(Х) = 0 при #Д=1, а /ДХ) равной характеристиче­
ской функции множества А, получим аДД) = j Ду (а, Х)|2£/аДХ),

А Да

Так как все функции аДД), #=2,3,..., абсолютно непрерывны 
относительно сДА), то последнее равенство означает, что д(Аа) абсо­
лютно непрерывна относительно аДА).

Положим (Xa) / dz, (X) = со (X, а). Легко видеть, что 
со (X, аД м(Хаь ос2) = со (X, а^Д. Отсюда, повторяя рассуждения, при­
веденные на стр. 573, находим, что аДД) = J «^(Х) | ХД1 d'K. Так как 

д
все Os (А) подчинены аДА), то также ak (А) = J соу (X) Д Д1 d'K и 

д

/ «^(Х)|ХД1с/Х=1. 
_ ОО

Обозначим через Ek множество тех значений X, для которых
(А) = 0. Мы имеем Ег с Е2 с Е3 с ... и Ег есть одно из множеств 

(0), (0 + оо), (—оо, 0). Положим <рДХ) = со ДХ)/ДХ) и определим норму 
+ оо

% равенством |ДД|2 = J ДДХ) ДХД1 d\; тогда И ?Д|2МА1|2> т. е. 
_ 00

переходесть изометрическое отображение на пространство 
всех % с конечной нормой |ДДД удовлетворяющих условию:
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9* W = 0 на Ek. Мы можем поэтому реализовать ® как прямую сум­
му При этом операторы Sy переходят в операторы над %(Х), которые 
мы снова обозначим через 5^(а)- Из (2) следует, что5у(а)%-(Х) = 
= 7tw'(а,Х)<р, (Х/а), где, обозначено: (“Л) = “а (X) (аД)^,--1 (Х/а)
при Х/а€Е, и не определено при X/а € Е,. Условие (3) унитарности 
запишется теперь в виде

ос -F осv j-j 1(4)
k к І

Обозначим через «0(^ + оо) число всех и через Фо— унитар­
ное пространство последовательностей чисел -j 5а } таких, что||5|[2 = 

По
= \ | ^к |2 < + оо (если п0 = ос), а через (й = 1, 2, 3,...) его конеч-

А=1
номерное подпространство, определяемое условием 5а = ?а + 1= • • • = 0- 
Соотношение /■—-j срА (X) | означает, что элементы эк можно реализо­
вать как вектор-функции со значениями из Фо такие, что ?(Х)€Ф0 при 
Х^2 Ек и <р (X) € при X € ЕА. Мы будем теперь писать / ~ ср (X).
Очевидно:

1І/ІР- f ||?(Х)||2|Х|-Ш; 7р/~^ф(А)? SX/~A(^^ (5)
— ОО

где А (а,Х) — оператор, определенный матрицей (а,Х).
Равенство (4) можно переписать в виде:

f II с? (Xa) ||21 X |-1 dX =У || А (а,Х)ф (Х/a) Ц2 | X [-1 dX.

— 00 — 00

Отсюда следует, что для почти всех (кратко п. в.) X^af (Е — ^Ек) 
Д(а,Х) есть изометрический оператор с областью определения Фо, а для 
п. в. X6aE4 Д(а,Х) есть изометрический оператор с областью опре­
деления §k.

Далее, из определения тса/(а,Х) вытекает, что область изменения 
А (а,Х) есть Фо при Х€£и есть &к при Л£Ек. Но тогда при п. в 
Х€аЕ и X € Ек А (а,Х) будет изометрически отображать Фо на что 
возможно лишь в том случае, когда для п. в. X € «Е будет также 
X € Е. Это, в свою очередь, возможно лишь тогда, когда с точностью 
до множества меры нуль Е есть одно из множеств (0), (—оо, 0), 
(О, +оо). Из аналогичных рассуждений следует, что то же самое име­
ет место для каждого Ек.

Используем теперь (1). В силу (5) оно эквивалентно равенству 
А^.Х) A (a^X/aj) = А имеющему место для п. в. троек (a^a^X).
Положим В(аф) = А (а/8, а); этот оператор изометричен и определен 
для п. в. пар (a/^,a); следовательно, по теореме Фубини, для п. в. 
пар (аф). Последнее равенство перепишется в виде

B(a,8)B&y) = B(a,y), (6)
причем опять таки, согласно теореме Фубини, это последнее равенство 
верно для п. в. троек (аф,у). Но тогда найдется значение такое, 
что при = 5(аф0)5(^о,у) =5(ос,у) для п. в. пар (а,у). Полагая

= В (и), В(^0,у) = С(у), мы получим В (а,у) = В (а) С (у), следо­
вательно, А(а,Х) = Е(Х)С(Х/а). Подставляя это выражение в (6), по­
лучим B(X)C(X/a1)B(X/a.1)C(X/a1a2) =5(X)C(X/a1a2). Отсюда ДЛЯ П. в. 
X В(Х)С(Х) = 1. Таким образом, окончательно,

А (й,Х) = В (X) В 1 (Х/а). (7)
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Положим теперь ф(к) = В1 (к)ф(к); тогда ||ф (х) || = Цф(х)||. Будем 

писать /~ ф (к); тогда ||/||г— f IIФ (х) |12 4т , ^/~Сг|3ф(к) и 
I А I — QO

По определению имеем ф(к) = { фг(к),...}., где Ф*  (к) — скаляр­

ные функции и ||ф(к)|р= V |ф*.(к)р,  откуда ||Д2== V /
k — 1 k = l — оэ

Будем писать /—{ ф*(к)  }; тогда

ТР/~<[^фл(х)}, ^7~{ФДХ/«)}. (8)

Пусть, в частности, представление неприводимо. Тогда или 91 
обращается в (0). В первом случае ж одномерно и — характер 
мультипликативной группы положительных чисел; во втором случае 
Фо одномерно, так что ф(к) есть скалярная комплекснозначная функция 
от к. Легко видеть, что в этом случае представление неприводимо 
тогда и только тогда, когда © состоит из функций ф(к), отлйчньіх от 
нуля только для положительных или только для отрицательных зна-> 
чений к*.

Сделав в этом случае трансформацию Фурье f (х) =

= —- Г —- - d\-мы легко придем к следующей теореме:
/ІМ

Теорема. Всякое неприводимое унитарное представление R 
эквивалентно одному из следующих представлений:

I. Ф одномерно, Т$ = \, S^— характер мультипликативной груп­
пы положительных чисел.

II. § состоит из функций fix'), —оо<х<+оо, с суммируемым 
квадратом модуля, которые являются предельными значениями 
функций, аналитических в верхней полуплоскости-, T$f(x) — 

f(x) = /7/(ах).
III. § состоит из функций f(x), —оо<х< +со, с суммируемым 

квадратом модуля, которые суть предельные значения функций, 
аналитических в нижней полуплоскости-, T$j\x) = f(x 4- ^); Sa/(x)= 
= / affix').

Поступило
20 VIII 1946
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* Эти типы неприводимых представлений соответствуют, очевидно, разбиению 
действительной Х-оси на транзитивные многообразия (— оо, 0), (0), (0, + оо) по отно­
шению к преобразованиям X -> аХ.


