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К ВОПРОСУ О ФОРМАЛЬНОМ ИНТЕГРИРОВАНИИ НЕКОТОРЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА
(Представлено академиком Н. Н. Лузиным 30 VII 1946)

Известные методы интегрирования дифференциальных уравнений 
в частных производных второго порядка позволяют найти общий или 
полный интеграл уравнения лишь при очень больших ограничениях, 
накладываемых на характер уравнения.

Между тем, целый ряд задач геометрии, механики, гидро- и 
аэродинамики требует интегрирования дифференциальных уравнений, 
для которых неизвестны не только общий, но и частный интегралы. 
Представляет интерес поэтому отыскание частных интегралов некото­
рых дифференциальных уравнений в частных производных второго 
порядка.

Рассмотрим уравнение

Е (z, р, q, г, s, /)—0,

где z = z (х,у); р, q, г, s, t — частные производные 1-го и 2-го поряд­
ков.

Ищем те частные интегралы уравнения, для которых р и q являются 
функциями от Z.

Задача сводится к интегрированию уравнений 1-го порядка

= p^=q^
\ dz ) dz dz

и уравнения в полных дифференциалах’
dz = pdx + qdy.

Интегрируя, получим частный интеграл уравнения с тремя произ­
вольными постоянными

, =х + ау + Ь.
J ? («, с- г)

Для уравнения s—f(z), интегрируемого методом Дарбу лишь 
е, ч f dz /~ 2

при j (z) = Ae2k, частный интеграл будет i — I / — х +
J V if (У dz у с у а

Ф у/ 2а у 4- Ь.
Таким образом получается, например, интеграл уравнения одева-

287



НИЯ поверхностей s= sinz вида I — = 1 / — х+^2ау + Ь,
J V— cos 2 Д с I/ a

который при с=1 совпадает с интегралом Граве (’), полученным 
довольно громоздким путем, с помощью формул сферической тригоно­
метрии. г

Для ^уравнения конформного преобразования сдвига поверхностей 
r Аг t — 2kez, для которого Граве при = const получил частный 
интеграл, не содержащий произвольных постоянных, найдем при^ = # (z) 
частный интеграл вида f---- dz = , Г....2 (х д ау д с) с тремя

J У 2 у kezdz у b I/ д2 Д 
произвольными постоянными.

Из уравнений, приводящихся к виду F (z,p, q, г, s,t)~Q и, следо­
вательно, допускающих частный интеграл с тремя произвольными 
постоянными, можно указать уравнения:

F (Д рх, qy, rx2, sxy, Гр2) = О, 
Р я — P'S > FV , гф — уф' у _

. ’fW.’ ?3 Д3 ./
и т. д.

Не лишена интереса попытка увеличения числа произвольных 
постоянных в частном интеграле и получения интегралов, содержа­
щих произвольные функции.

Путей к этому три. 1) установление частных типов уравнений, 
допускающих частный интеграл, содержащий произвольную функцию, 
2) применение метода вариации произвольных постоянных 3) приме­
нение точечных преобразований.

1. Замечая, что уравнение линейчатых развертывающихся поверх­
ностей rt — д = о при ограничении р = р (z), q = q (z) обращается 
в тождество, найдем p = Z, где Д — произвольная функция от д 
получим, следовательно, частный интеграл уравнения с одной произ­
вольной функцией и двумя произвольными постоянными z =

Частным интегралом вида z — ?(х Д ау Д Ь) будет обладать всякое 
уравнение вида F(rt~s2, sq — pt, rq — sp, rq2 — 1p2) — F (0 0 0 0)

S t t\ ’ ’ ’ ’’
) = и можно получить частныйДля уравнения F —

Р Г s 
интеграл с одной произвольной функцией, 
F (а, а, а, а2) = 0.

Для уравнения с постоянными коэффициентами ЛгД^ДС^ = 0 
полагая q ар и решая уравнение А —\-Ва Д Са2= 0, легко получить 
известный общий интеграл z — v (х Д ауу) Д ф (х Д а2у).

2. Обобщая метод Лагранжа вариации произвольных постоянных 
на уравнения в частных производных второго порядка, Имшенецкий (8) 
показал, что интегрирование билинейного уравнения 2-го порядка 
может быть сведено к интегрированию линейного уравнения.

Применим метод вариации к уравнению s — f^.
Частный интеграл его, найденный выше, можно представить в 

определяя а уравнением

виде: z = со (и, с), где и
’ а

Полагая с = с (а, Г) и выбирая а и b так, чтобы
дш . да дс. „ дш ди , да дс „

—--------= 0, fl)ди дс дЬ ди да деда

что дает — = — получим, полагая = О, уравнение для 
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определения с: — f —^ = 0, где — « д у — , и определяется из урав- 
da \ дх) дх “ ди ' а

нения (1).
Зная общий интеграл этого дифференциального уравнения 1-го по­

рядка, не содержащего явно независимого переменного Ь, и замечая, 
что b = X, где X — произвольная функция от х, получим интеграл 
уравнения s=f(z), содержащий две произвольных функции.

Теоретически интересный результат на практике представляет 
значительные затруднения, так как рассуждения требуют обращения 

С dz .интеграла I — - = и, который уже для уравнения s = sin z
J V J'j (2)dz +c 

будет эллиптическим.
3. Зная частный интеграл уравнения F (z, р, q, г, s, i) = 0, можно 

иногда с помощью точечных и других преобразований получить пол­
ный интеграл уравнения или интеграл, содержащий произвольные 
функции.

Так, применение указанного выше метода отыскания частных 
интегралов и преобразования — = и к уравнению г+/($,0 = 0 

f(a,b) „ . bv2 позволяет получить его полный интеграл: z = axy-------—xz + — + 
+ ex + dy + е.

То же преобразование и знание частного интеграла уравнения 
Ar A- Bp -J- Cz A-f^q, s, 0 = 0, А, В, С — const дает возможность опре- 

у
делить по частному интегралу полный z — ftp (х,у, a,b, с)dyA-^(x,d,е).

Уо
где ф является интегралом обыкновенного дифференциального урав­
нения Аф" + Вф' + Сф A~f и0, ( — ) , (— =0, tp = и — интеграл\дх/ о \ду) о
обыкновенного дифференциального уравнения 1-го порядка.

Замечая, что уравнение, частный интеграл которого мы можем 
найти, F (z, р, г, s I д') — 0, допускает бесконечную группу точечных 
преобразований хх = х, ух = Y, zx — z, где Y — произвольная функция 
от у, получим частный интеграл с одной произвольной функцией и 
тремя произвольными постоянными.

Аналогично для уравнения F (z, q, t, s / p) = 0.
Для уравнения F (q, t, sfe^ — Q получим с помощью точечных 

преобразований x = X, yx = у, zx = z — In А интеграл с одной произ­
вольной функцией 2 = In X' + и (А + ay + cxaxb).

Для уравнения F \ — , —, x-LX—XL ) = 0 преобразование xr = X, 
\Z Z Z )

v/ Г дх у yrAi — У, Д — 2А дает интеграл i---------- = —— , где X — произволь- J ? (г, Х') X'
ная функция от х.

Интегралы с одной произвольной функцией могут быть получены, 
для уравнений

A (z, р, q, 0 s + В (z, р, q, r)t = О, 
Ру Чу і)г + В (z, р, q, t) s = О, 

А(Ру Ч^г + В^р, q)sArC(p, q)t^O
и др.

Применение указанного приема к уравнениям, интегрируемым 
методами Дарбу и Монж—Ампера, дает возможность в некоторых 
случаях очень элементарным путем получить общий интеграл.

Так, для уравнения ps — qr, найдя частный интеграл его ^(z) = 
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л 4- и применяя точечное преобразование х, = X v = У 
получим общий интеграл ф (z) = х + ф (у). ’

Для ^уравнения Лиувилля s = he1, частный интеграл которого 
е = (x-Yy^h > обш.ий интеграл находится с помощью группы точечных 
преобразований хг = Х, y^Y, z^z — lnX' — ІпУ.
и Также находится общий интеграл известного уравнения $/pg = f (z)
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