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1. Одним из наиболее простых и удобных методов решения крае
вых задач уравнений в частных производных является, как известно, 
разностный метод. При использовании этого метода дифференциаль
ное уравнение заменяется системой разностных уравнений, содержа
щих значения искомой функции в узлах некоторой сетки. Эта си
стема будет, естественно, линейной для линейного дифференциаль
ного уравнения и нелинейной для нелинейного. Последнее обсто
ятельство затрудняет применение разностного метода для прибли
женного решения нелинейных дифференциальных, уравнений, осо
бенно если учесть, что число уравнений в разностной системе 
бывает достаточно велико. Более подробное рассмотрение вопроса 
позволяет, однако, указать в некоторых случаях приемы, облегчаю
щие и убыстряющие решение этой разностной системы; вопрос о 
степени приближения решения дифференциального уравнения точным 
решением соответствующей разностной системы мы оставляем без 
рассмотрения.

2. Пусть разностная система имеет вид:
Ft (xt, х2, ...,%„)= О,

, х„) =0, (1)
f ..

Z7п (Xj, Х21 ■ • • > Хп) = 0.

Неизвестными в этих уравнениях являются значения искомой 
функции в узлах сетки: число уравнений равно числу узлов.

Естественным методом решения системы (1) является метод итера
ции в той или иной его форме. Однако непосредственное его при
менение часто наталкивается на затруднения, связанные или с очень 
медленной сходимостью, или даже с отсутствием сходимости.

Предположим, что система уравнений (1) удовлетворяет следую
щим условиям: - ‘ ■

а) В некоторой области D
а^х^Ь.

существует функция Ф(хх,х2....... х^, обладающая непрерывными 
частными производными третьего порядка, такая, что

7^ = (*i. х2,...,хп} (г = 1, 2, ... ,п)
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в области D.
б) Уравнения

........ xn) = 0
имеют в области

в) Квадратичная

D единственное решение 

(г= 1, 2,...,л .

форма
2$= У У —-«^4 

*■ hat дх, дхь '' = 1 4 - 1 * Й

является положительно определенной для всех значений х, х хпринадлежащих к области D. i> 2> • • • > п>
В этих предположениях можно показать сходимость следующего

HT?X«₽o^ (,) "р" — ~-
~е4=^ ньют°“а ™-

Fj (х*™), ..., х<™>) +

+ J] Fik W”?1* - Х(^) = О,
& =1

в которых
(2)

(1 = 1.2........

Из сйсіемы (2) определяется (т + 1)-е приближение х^ + У к 
точному решению по найденному ранее /га-му приближению х^*. Пер
вое приближение выбирается настолько близким к истинному 
ГЛ^п1110 системы чтобы была обеспечена сходимость метода 
уп^неиий SV^™3 возможно СТР- ^7)- Каждая из систем 
Ж™! а (2) Решается методом Зейделя (2), сходимость которого 
обеспечена (3), если для системы и

3 Vk + ^ = о (/ = 1, 2,...,«)
4 = 1 

имеем
а') 

п п

6'5 форма SSaik w; ик пол°жительно-определенная. 
i = 14=1

Так как для системы (2)

с) Хі дх^

то при выполнении условий а) и в) условия а') и б') также оказы
ваются выполненными. Это означает, что метод Зейделя сходится 
для каждой из систем (2).
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3. Если для достижения нужной точности придется сделать тг 
шагов по Ньютону и, в среднем, т., шагов для решения каждой из 
ньютоновских систем по Зейделю, то всего для получения решения 
потребуется тупг шагов. Число приближений можно сократить, 
применяя следующий метод: последовательные приближения к ре
шению системы (1) определяют из уравнений:

Fn t ” -х{т 2+ ° ’ • • • ’ ^7- 1° ’ > хі+\.........^7^ — х(7’) +
+ (х<т + й ,х(т + ^, . .., х^ + й, xW, ,... , х^) = О (3) 

(z = 1, 2

представляющих собой как бы соединение систем, получаемых по 
методу Ньютона и методу Зейделя. Можно показать, что сходи
мость этого метода будет иметь место при наличии условий а), б) 
и в), а также достаточно хороших первых приближений.

4. В качестве примера применения этого метода можно рассмот
реть решение уравнения

А и = 4“

для внутренности квадрата х = ±3, у = ±3 при условии « = 10 на 
сторонах квадрата.

Значения искомой функции определялись в точках с целочис
ленными координатами внутри квадрата (25 точек). В силу симмет
рии число уравнений равно 6. Первые приближения во всех точках 
приняты равными нулю. Окончательные значения и для одного ок
танта приведены в таблице.
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Для их получения потребовалось 7 -приближений, что следует 
считать быстрой сходимостью.

-Поступило
1 VII 1946
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