
Доклады Академии Наук СССР 
1947. Том ЬУ, № 1

МАТЕМАТИКА

С. ЛОЗИНСКИЙ

ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ С. Н. БЕРНШТЕЙНА О ПРОИЗВОДНОЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО ПОЛИНОМА

(Представлено академиком В. И. Смирновым 30 VI 1946)

1. Примем следующие обозначения: Еп—п-мерное вещественное 
евклидово пространство; х = (хь. ■ ., х„), ^п) — точки
этого пространства; / = j Zf,...,/п —единичный вектор в этом 
пространстве;/(х) ==/(хр хп) — измеримая функция точки в Еп, 
принимающая комплексные значения; f (х) = Dt f(xx,... ,х„) ■— 
производная от функции / в точке х по направлению Z; Dxkf{x) — 
= — f(x1,... ,хА (k = 1,2,... ,п); Qr — замкнутая сфера в Еп с цен- dxk
тром х и радиусом L\ |(?*| —объем этой сферы; Ql — сфера хх2 + 
А-.. . + x^^L2-, ^(ц)— неотрицательная, монотонно возрастающая, 
выпуклая функция от и,

^uU] — SUD |/(х)|. (1)
х б Еп

£„[/]= sup —. dxn. (2) 
Sl J

Ql

■ (3)

лл- iim ,-Af• ■ • (тпп^.■ • ■ ■ *.■ И'>> oo I С? 7’ I ] ’

Q T

Пусть &G [/] обозначает любое из чисел & [ Л, 2’^Л/], ® ^Л/Ф 

1Л (ср- И).
2. Теорема 1. Пусть f (itp..., хп) — целая функция своих п ар

гументов, удовлетворяющая при некотором С>0 11 некотором 
неравенству _________

к У у' + • • - + ^ns
|/(жі+ />!,-.-,жп +ZyJI^C е (5)

(жр • ■ ■, у1У..., уп — любые вещественные числа.').
Тогда при любом вещественном а и любом I
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П' f G) COS a Rf M sin а~
R ULO’ k-/

3 a m e ч ан и e. При n = 1, G — U и a = О это есть известная тео
рема с. п. Бернштейна о целых функциях, обобщающая его же 
теорему о тригонометрических полиномах.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай I — j 1,0, .. , О j.
Фиксируем , хк. Функция h (z) = —— + z, xlt. . .. zj

^сть целая функция от г, удовлетворяющая неравенству
f 7г (z)

Следовательно ((2), III, задача 165), имеет место тождество

d h (г) Rh

dz I sin Rz (Rz — mt,2

Следовательно (ср. (2), IV, решение задачи 201),
ОО

sinRzh'(z) — ^cosRzh(z) = — V 
лЛ (Rz—пп)2

Полагая здесь z = ~ , получим
i\ 2 А?

COS f{xlt..., хп) + R sin a/(xlt.
00

. Пк a тс 
~1~---------------------------- -г1 R R 2R’X^-

где
г 1г,\ _ (— О" 1 cos2 a .
н' } ~ 7 Г- V (л = °' ± 1 ■ ± 2,.

a + — ПК]\ 2 )
откуда без труда следует

= 1, (7)

cos a DXi f (x) 4- R sin a / (x)

R

и теорема в рассматриваемом частном
Пусть теперь I— любой единичный 

менные

случае доказана.
вектор. Введем новые nepe-

+ •. • + ^kn xn 

где ||ab|| есть ортогональная матрица
№ — 1,... ,п), 
такая, что

(8)

Положим
ам ~ 4,... , aln — /„• (9)

• • • ’ ^>7 —’ xnY 
Функция g^lt. .. есть, как легко видеть, целая 

• • ■; Su удовлетворяющая неравенству

I 1J е
•+

И

(^і-• • > ?»•’ll, • • •, T]n — любые вещества числа.)

(Ю) 
функция от

(H)

ю



Следовательно, в силу уже доказанного,

Г cos a R sin а g(g)'
[ R ^G [gj- (12)

Но. как легко видеть,

DJ(x1,...,xn)==Diig(l1,...,ln) 
и, следовательно.

(13)

cosaD^g^) + A?sin ag(£) = cos p Dif^x) -(-/? sin a/(x). (14)

Утверждение теоремы для случая G = U очевидно из (10), (12) и 
(14). Для того чтобы доказать теорему в случае G=Sl, заметим, 
что преобразование (8) переводит сферы пространства xv ...,х„ в 
сферы того же радиуса пространства ^lt... и, будучи ортогональ
ным, оставляет инвариантным элемент объема. В силу этого легко 
проверить, что

COS a Pif(x) 4- R sin a / (X) 
R

COS a D g (g) 4- g Sin a g (gj 

R
(15)

[/] -- [gL
SL SL

(16)

Из (12), (15) и 16) следует (6) в случае G — Sl. Случай G = WV 
получается, если положить L-^oo, а доказательство случая G — В* 
аналогично доказательству случая G = SL

3. Пусть F (Е) есть вполне аддитивная функция борелевского 
множества в Еп, могущая принимать комплексные значения. Фикси
руя положим

dtF(E). (17)
Qr

Функция f(xlt..., ха), очевидно, удовлетворяет условиям теоремы 
1, а потому для нее верно (6). Но для функций вида (17) можно 
доказать и некоторые другие неравенства, обобщающие известную
теорему Szego. Положим, при любом I, 

oz(x) = az(xv .. . ,х„) =

= f —+ - • ’ + dtF(E).
Qr

fl(X) = /Дх1,. . ., xj =

= f J... f sgn^-b ... + tJn)dtF(E). (18)
Qr

T eo pема 2. Для функций вида (17) имеют место неравенства:

® G р^ Dl fl + ^D,f(x)'^G[f],

Г Dt f, (X) 4- D, f (X) 1 < ® G [ f].
t\ JK

(19)

(20)
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Замечание. При n —1, G, = U эти неравенства дают известные 
теоремы Szego (ср. (3,4)).

Доказательство. Пользуясь методом Boas а ((3), ср. также (5)Д 
мы можем доказать неравенства (19) и (20) в случае I = р, 0,...,01. 
Общий случай получается отсюда ортогональным преобразованием, 
как в § 2.

4. С помощью (19) можно получить следующее обобщение одной 
теоремы Boas'а (6).

Теорема 3. Пусть Е(Е) есть вполне аддитивная функция бо- 
релевского множества в Еп, могущая принимать комплексные зна
чения и равная нулю для любого множества, лежащего в откры
той сфере хх2 + ... 4- хиг = 1. Пусть f(x) и f^x) определены фор
мулами (17) и (18). Тогда

п7,(Ж)1 /1^2/]+^/])^^ 
ф Q  ■ \

L4^J (SG[/] при 2^ R< ос,
где 

■ со

A[R) =
I R

Поступило 
30 VI 1946
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