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§ 1. Наряду с обычным определением ассоциативного кольца я 
можно дать еще одно эквивалентное определение этого понятия, 
а именно

Определение 1. Множество 21 с двумя алгебраическими опе­
рациями + и о называется ассоциативным кольцом, если 
имеют место следующие постулаты:

1) 21 — абелева группа относительно операции +;
2) а о (Ь о с) = (а о Ь) о с;
3) а о (Ь + с) = а о b + а о с — а,

(Ь 4- с) о а — Ьо а-{-с о а — а.
Если в определении 1 положим ab = а + b — а о Ь, то получим 

обычное определение кольца. Обратно, положив в обычном опреде­
лении кольца а о b = а + b—ab, получим определение 1.

Операция а о b = а + b — ab встречалась уже в работах многих 
авторов (см., например, (2)). Заметим, что нуль аддитивной группы 
кольца является единицей относительно операции о; кроме того, 
а о b — b о а тогда и только тогда, когда ab — ba,

§ 2. Элемент а £% будем называть правым полурадикальным, если 
из равенства лоа=/оа следует х = л'. Это равносильно тому, 
что из равенства ха = х следует х = 0. Ясно, что идемпотентный 
элемент, неравный нулю, не является правым полурадикальным. 
Заметим, что правый полурадикальный элемент определяется отно­
сительно операции о так же, как правый неделитель нуля относи­
тельно обычного умножения.

Если а о1)!, то правым обратным элемента а относительно опера­
ции о или, короче, правым о-об ратным элемента а будем 
называть элемент а~1 со свойством а о а^г1 — Q. Если элемент 
существует, то сам элемент а называется правым о-обратимым 
элементом.

Аналогично определяем левый полурадикальный и ле­
вый о-обратимый элементы.

Если элемент а является одновременно левым и правым полура­
дикальным, то будем говорить, что а — полурадикальный 
элемент.

Если элемент а обладает как правым, так и левым о-обратными 
элементами, то эти последние совпадают. В этом случае будем го­
ворить, что а обладает о-обратным элементом, обозначае­
мым а1, или что а—о-обратимый элемент. Заметим, что 
правый о-обратимый элемент является одновременно правым полу­
радикальным. Можно, однако, построить пример, когда правый 
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о-обратимый элемент не является левым полурадикальным. Послед 
нее явление не имеет места/если в кольце удовлетворяются неко­
торые условия конечности для идеалов. Чтобы сформулировать 
соответствующие теоремы, определим для данного элемента а кольца 
91 отображение о,. этого кольца следующим образом- ха.
Обозначим через 9iar совокупность где х пробегает кольцо й, 
и через з; совокупность таких z, чтозаг=0. Нетрудно заметить, 
что и 3----- левые идеалы, причем 9iar = 9l тогда и только 
тогда, когда а —левый о-обратимый элемент, и Q—= 0 тог­
да и только тогда, когда а —правый полурадикальный элемент. 
Тогда имеем:

Теорема 1. Если в кольце 91 имеет место условие минималь­
ности для идеалов %сг,' где с или же условие максимально­
сти для идеалов, д- , то из равенства a ob = 0 следует Ьоа = 0, 
и обратно.

Теорема 2. Элемент а кольца 91 с условием минимальности 
д’ля идеалов ог, где b fyy. будет о-обратимым тогда и только 
тогда, когда он правый полурадикальный.

Теоремы 1 и 2 аналогичны тем, которые имеют место для неде- 
лителей нуля и обратимых элементов в случае обычного определе­
ния кольца (3).

§3. Определение 2. Кольцо й будем называть правым 
полурадикальным, если каждый его элемент является правым 
полурадикальным. Аналогично определяется левое полуради­
ка л ь н о е кольцо.

Определение 3. Кольцо а будем называть полурадикаль­
ным, если оно одновременно является правым и левым полуради­
кальным, т. е. если из равенства а о х = а о х', у о а = у' о а следует 
х — х', у—у1 для любого а^%.

Определение 4. Кольцов называется радикальным (‘), 
если каждый его элемент является правым о-обратимым, т. е. для 
каждого а^Я. найдется такой элемент х / 91, что aox — Q.

Определение 4 означает, что радикальное кольцо образует группу 
относительно операции о, а потому все его элементы будут и ле­
выми о-обратимыми. Заметим, что радикальное кольцо определяется 
относительно операции о аналогично тому, как тело относительно 
обычного умножения, с той только разницей, что в радикальном 
кольце и нуль является о-обратимым элементом.

Определение 3 показывает, что полурадикальное кольцо образует 
полугруппу относительно операции о. Таким образом, полурадикаль­
ное кольцо определяется относительно операции о аналогично тому, 
как кольцо без делителей нуля относительно обычного умножения, 
е-той только разницей, что в полурадикальном кольце и нуль яв­
ляется полурадикальным элементом.

Ввиду параллелизма между определениями радикального кольца 
и полурадикального, с одной стороны, и тела и кольца без делите­
лей нуля, с другой, естественно ожидать, что вопрос о вложении 
нолурадикального кольца в- радикальное будет решаться аналоі ично 
вопросу о вложении кольца без делителей нуля в гело.^ Действи­
тельно, имеет место теорема, аналогичная теореме Орэ (°).

Т е о р е м а 3. Если для любых двух элементов а и b полура­
дикального кольца 91 можно найти такие элементы х и у, что 
асу = Ь ох (в частности,, это имеет место, если 91 коммута­
тивно), то кольцо 91 можно вложить в некоторое радикальное 
кольцо у. Минимальное кольцо 31 с этим свойством определяется 
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однозначно с точностью до изоморфизма, а любой его элемент 
имеет вид aob *, где а, b £ а.

Кольцо 91 будем называть правым радикальным кольцо м! 
отношений полурадикальногс кольца а. Имеет место и обратное' 
утверждение.

Если полурадикальное кольцо 91 может быть вложено в правое 
радикальное кольцо отношений (т. е. в такое кольцо, в котором 
каждый элемент имеет вид аоЬ~', где a, 6 g 91), то в 91 выполняется 
условие теоремы 3.

Если в полурадикальном кольце 91 условие теоремы 3 не выпол­
няется, то, вообще говоря, такое кольцо нельзя вложить в ради­
кальное. Можно построить соответствующий пример аналогично 
тому, как Мальцев (г>) построил пример кольца без делителей нуля, 
которое не может быть вложено в тело Заметим, что можно дать 
единое доказательство теоремы 3 и аналогичной ей теоремы Орэ 
для кольца без делителей нуля.

§ 4. Как известно (8), кольцо 91 без правых делителей нуля будет 
телом тогда и только тогда, когда имеет место условие минималь­
ности для идеалов 91«. Имеет место аналогичная

Теорема 4. Правое полурадикальное кольцо 91 будет радикаль­
ным тогда и только тогда . когда имеет место условие мини­
мальности для идеалов ^аг.

Достаточность условия теоремы 3 следует из теоремы 2. Необ­
ходимость следует из того, что, как мы уже отметили раньше, 
9Ш/=91 тогда и только тогда, когда элемент а — левый о обратимый.

Далее имеет место
Теорема 5. Правое полурадикальное кольцо с условием ми­

нимальности для идеалов а% будет нилькольцом.
Комбинируя теорему 5 с известной теоремой Гопкинса (7) о том, 

что нилькольцо с условием минимальности для правых (левых) иде­
алов нильпотентно, получаем теорему, обобщающую результат 
Джэкобсона (!) для радикальных колец.

Теорема 6. Правое полурадикальное кольцо с условием ми­
нимальности для правых идеалов нильпотентно.

Заметим, что теорему 6 можно доказать непосредственно, так 
же как теорему Гопкинса, методом Брауера (8), который, собствен­
но говоря, предполагает только, что кольцо полурадикально.
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