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МЕХАНИКА

В. Г. НЕВЗГЛЯДОВ

О ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ В ШЕРОХОВАТЫХ ТРУБАХ 
(Представлено академиком В. И. Смирновым 25 VII 1946)

§ 1. Применим феноменологическую теорию турбулентности (’) 
к решению внутренней задачи в прямой трубе кругового сечения 
с шероховатыми стенками. Эта задача была нами (2) решена ранее 

 ^ДЛя гладких труб без учета ламинарного граничного слоя.
Ограничиваясь однопараметровым описанием шероховатостей за- 

  'кономерного типа (качественное описание таких дано К. Федяев- 
   ЪлимО), обозначим 8 среднюю высоту бугорков и 8t—толщину ла- 
    ммнарного граничного слоя. При такой модели пограничного слоя 
  йогут осуществиться два случая; 1) ^>8 и 2) ох<3; в первом обо- 

  значаем И внутреннюю поверхность ламинарного слоя и на ней за- 
   -даем граничные условия, это случай гладких труб; во втором обозна- 
  ‘чаем ss поверхность на расстоянии 3 от стенки и граничные условия 
    Задаем на ней — случай шероховатых труб:

= i = ПЬ = 1= 0 (1,1); w|.=1 = ^, П^^П,. (1,2)
Здесь w — скорость, т^г/Гц где ^ — расстояние от оси до И в слу
чае гладких и до ss — шероховатых труб. Условия (1, 1) и (1,2) не
существенно отличны, и при возрастании числа Рейнольдса (1, 1) 
переходит в (1, 2), т. е. трубы из «гладких» становятся «шерохова
тыми».

§ 2. Решая систему (1, 1) (2) приграничном условии (1, 2),получим:

Р = Ро + az - П h) (2,1); w (т)) = ws - С----—; (2,2)
2 ] k + «іП (т))

1 ± + i ± . / _ 2С.И_0. (2, 3)
7 ) Ф) k s' 7) А) к dr, ) (k + SjH)2 7

Уравнение (2,3) решаем линеаризацией (2) и получаем
П(7])=П,+ П^(7]); ^)= —L_ [1 _ ^4 _ 2^2(1 -7)2)];

П ---7)1 Г

^ = ПИ-Щ. (2,4)
П,„ — максимальное значение турбулентного давления П, — точка 
максимума: Пт —П^). Подставляя (2,4) в (2,2) и выполняя квадра
туру, получаем профиль скоростей в виде:

®(т])= + № = =-^;
(2,5)

5 (71) = f -А. = ln / 1 — «1= /-Т)2\ .
J х— tk(tj) 4рП-гх кт;2—“i2 а2 —1/

К — коэффициент турбулентной вязкости: К = sjl; №0) = К — Ks = 
= г.Ш0).1 m
2*
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a2, z=7^- (2’6)
Решение (2, 5) содержит 4 постоянные и охватывает случаи как 

гладких, так и шероховатых труб. Классифицируя постоянные, разо
бьем их на три группы:
**< 1) Постоянные, характеризующие физическую природу жидкости 
(о — плотность, k — вязкость), и постоянные, которые надо задать, 
чтобы воспроизвести конкретный поток, т. е. определяющие тождест
венность (а не только подобие) в пределах допущенных пренебре
жений. Это суть:

Р, k, |a|, г.,, 8; P = k-1 j/Hr23P; (2’7)

- назовем их фундаментальные постоянные; они те, которые, согласно 
«принципу феноменологического детерминизма», определяют условия, 
которые надо уметь воспроизвести для создания тождественных со
стояний (потоков).

2) Феноменологические коэффициенты теории г1, s2, е3, gr (входя
щие в С^, С2)-

3) Различные средние значения и значения в отдельных точках. 
Сюда относятся Пт, ти, х.

Введем еще wo = w(O), — скорость среднюю по сечению
Ф=дас/да0, X — коэффициент сопротивления и Re — число Рейнольдса. 
Постоянные этой группы назовем характеристиками.

Полная теория должна выразить постоянные 2-й и 3-й групп че
рез фундаментальные. Феноменологическая теория этого сделать не 
может —это задача статистической. Ограничиваясь рамками первой, 
надо обратиться к опыту, взяв из него выражение для «основных 
характеристик».

§ 3 Основными характеристиками -для гладких труб (о — О) выои- 
раем: х, 8' = ох / гх — относительная толщина ламинарного слоя, они
безразмерны и, стало быть, функции одного числа Р. Из (4)

^ = 0,5; x=17,8R-1; З^П.бР"1 (3- 103<Р< 10«). (3,1)
Подставляя (3, 1) в (2,5), пренебрегая х2 и 8'2, вычисляя также 

характеристики, получаем:
® (О _ р (з 84 щ о 225 Р ^71- + 2 0>125 + 2^~?»!_'1 + 5,80 1

U’ 0,5-W (0,5-W)2 J }

(OCti^I). (3,2)

Re = P (7,69 lgP + 3,50) (3, 3); = 1,921g P+0,87. (3,4)
V

Здесь скорость ц = v/V1. В формуле (3, 2) можно пренебречь вторым 
членом в квадратных скобках. На рис. 1 нанесены профили, вычис
ленные по (3,2) для Р = 3550 и Р = 78,4-103, что соответствует Re = 
= 1,05 103 и Re = 3,24-106. На рис. 2 изображен Ig(lOOOA), вычис
ленный по (3, 4). Экспериментальные точки нанесены кружками.

§ 4. Полагая в формуле (2, 5) тц = 0,5 и пренебрегая членами

(4’ ”

или, пренебрегая вторым членом в фигурных скобках,
да(т]) = ws + IF 0,4321g (- ~ тI (0<т]<0,95), (4,2)

4 I х 0,5-f-Tf
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если х не больше 0,05. Формулу (4, 2) можно записать так:
W.—_ 0 432 < 301 _ ] _1-----<

В7 I 0,5 + ч2
(0<т( <0,95).' (4,3)

Правая сторона (4, 3) не зависит от Р и 8, т. е. является универ
сальной функцией от т); факт, что левая сторона должна быть уни
версальной функцией от т], отмечался в литературе; Стантон (5) так 
формулировал эмпирический 
закон, который был затем обоб
щен Карманом (6). Для даль
нейшего сравнения с опытом 
обратимся к Никурадзе С1), 
исследовавшему потоки для 
8^=15; 30,6; 60; 126; 252;
507 и чисел Рейнольдса 104< 
<Re<106. По его данным, 
легко определить (оно, по- 
прежнему, 0,5) и Кт. Погра
ничные же характеристики ws 
и Ks неточность измерения и 
неполнота данных не позволя
ют непосредственно опреде
лить. Если для ws взять значе
ние при у = 0 (где у — рас
стояние от стенки, приводимое 
И. Никурадзе), которое полу
чено экстраполяцией и носит 
условный характер, то, проведя 
профиль скоростей через экс
периментальную точку w0, 
можно определить Ks или, что удобнее, х. 
№ 6: = 15, Р = 26,5-103, х = 0,04;№
X = 0,032; № 20: = 60, Р = 32,2 • 10s,

Рис. I

Так получаем для профилей: 
13: S-1 = 30,6, Р = 34,2-103, 

х = 0,024. На рис. 3 нанесен 
график функции от 7) (4,3),

Рис. 2

на него нанесены экспери
ментальные точки профилей 
№№ 6, 13, 20 и гладкого из 
(4). На рис. 4 изображены 
профили да (?])/ №0, вычислен
ные по формуле (4, 1) для 
тех же случаев, а также 
профиль гладкой трубы (при 
Re = 7,25-105).

§ 5. Метод линеариза
ции, примененный при ре
шении уравнения (2, 3), хо
рош, если удачно выбрана 
отправная функция; допусти

мость взятия в качестве ее прямой 11 = b может быть физически мотиви
рована, но, так как не была еще доказана физическая правильность 
уравнения (2, 3), мотивировка не имеет полной убедительности. Можно 
уравнение (2,3) исследовать численным интегрированием. Так как 

и С2' численно неизвестны и так как характер задачи не позво
ляет задать на границе, кроме ІД, наклон П' (задача типа Дирихле), 
то приходится рассматривать трехпараметровое семейство интеграль
ных кривых П = П (т;; По, С^, С2’). Применяем способ парабол; 
интервал 0 < q < 1 разбиваем точками 0, 7)ь ?)„, . • • и через
каждую проводим параболу
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fM = an + апЪ + an"r- (5, 1)

Из условий /„(д^/п+іШ; t; (7)„)=/„+ iW и требования, 
чтобы fn удовлетворяла уравнению (2, 3) в т)п, получаем рекуррент
ные формулы для ап, ап', ап". Так было вычислено несколько де
сятков интегральных кривых. Рассмотрение их приводит к заключе
нию: при значениях порядка 4-103 и С2' порядка 2-1011 (в CGS-

системе) можно удовлетворить граничным условиям, и кривые имеют 
ожидаемый вид, близкий к полученным линеаризацией и к экспери
ментальным точкам в интервале 0,35 < < 0,95, где измерения 
Никурадзе можно считать достоверными. При малых числах Рей
нольдса интегральные кривые ближе к эксперименту, чем при боль
ших. Ответственность за это надо возложить на приближенность 
использованных уравнений состояния

- 7=- е^П;
\dxk dxj) (5,2)

Р = - £3ПпДр ; = дП’
(см. (х)), причем уравнение (2,3) получается при гипотезе п = а=1. 
Численной проверке эта гипотеза должна быть подвергнута измере
нием П; такие измерения проделаны Е. Минским (8), они качественно 
подтверждают степенную зависимость К >=^11". Количественного срав
нения сделать нельзя, так как опыты делались в трубе прямоугольного 
сечения. Сравнение результатов численного интегрирования с дан
ными Никурадзе позволяет думать, что п = 1 для малых Re и с 
возрастанием Re п растет (не резко), 1</г<3. Для практических 
целей принятие п = а = 1 является достаточным приближением.
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