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(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 1 VIII 1947)

Пусть
^2 < ^3 < • • • (1)

конечная или бесконечная последовательность положительных чисел. 
В этой заметке мы дадим необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы функция f(x), определенная при х^>а, разлагалась, 
в абсолютно сходящийся ряд Дирихле

ОО

ГИ= 2А^Х-
V=1

Наше доказательство основывается на следующей теореме: всякая 
функция g (х) регулярно монотонная при х^а, стремящаяся к нулю 
вместе с 1/х, удовлетворяет неравенству

S'2 W — g(A)g'(A)<0. (2)

Этот факт является частным случаем одного важного результата» 
установленного С. Н. Бернштейном (1). Неравенство (2) выражает» 
что квадратичная форма

g(x)?2+2g’ (х) 7?
не меняет знака, когда £ и изменяются.

Лемма 1. Пусть g(x)^>0 регулярно монотонная функция при 
х^а, для которой

lim
Х-»ОО

существует и не зависит от k, причем X — некоторое положи­
тельное число. Пусть f (х)—бесконечно дифференцируемая функция 
при хуа, удовлетворяюш^ая неравенствам

|/(4)WI<(-1)W (^=0, 1,2,...).
В таком случае существует такое число А, что

If (х)-Ае-^ к( - 1)* 
'Х v I UK

Доказательство. Неравенство

(3>
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показывает, что(х)е>л остается ограниченным при изменении х. 
Пусть х1; х2,. ,.->оо такая последовательность чисел, что

lim fw{x^ —ak v-»oo
существует. С другой стороны, ввиду того, что функции gw (х)±/ \х) 
регулярно монотонны и стремятся к нулю вместе с 1/х, заключаем,

[*2 W ±fW (g(k+i) (X)±fk+i) (х))+

■ +^+2)W±/(ft+2)W]>o,
и, следовательно,

I +2Х/(*+1) (х) (х) К
( -1)* (х) ^+2^+" (х) +g(k+V (х)]. (4)

Умножая на ekx и применяя результат к x=xv, находим

| [Х2(х.) +2^k+" (xv)+ f1™ (xj] I <

< (-1)^ [X2gOT (%v)+2k£<*+1> (x,)+g(*+2) (xv )],

■откуда заключаем, при неограниченном возрастании v, что 

Ха^ + 2Хай+1 + ай+2 =0-

Из этого уравнения находим без труда, что 

(-1)^= Д)?+А'^)Л

Неравенство (3) дает 
\A^A'k\^B (^ = 0,1,2,...)

ж, следовательно, Д'=0, т. е. ak= ( — 1/A\k.
С другой стороны, неравенство (4) дает

I £ (х) <(-1)k ~ ех gw (X),
I dx2 dx2

«откуда, интегрируя от х до причем хч>х, находим

I dx

<(_1)‘+ЦА
dx

СМ) .

Пусть теперь v возрастает неограниченно. После предельного 
•перехода находим:

— (х)dz J
^exgk} (x).

Интегрируя еще раз, получаем
I (x) _ I <(_ 1)* [erxgw (x) - e^'g^ (xv)],

и, следовательно,
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I е'х fw (X) - ak I < (-1)" [?" gw (x) - 5X*], 
или

[/-W-4^]k(-l)A[g ^-Be^].
IaxK I ax^

Теорема. Для того чтобы бесконечно дифференцируемая 
функция f (х) разлагалась при х^а в абсолютно сходящийся ряд 
Дирихле, соответствующий последовательности (1), необходимо 
и достаточно, чтобы существовала для хуа функция g(x), раз­
ложимая в ряд Дирихле того же типа с неотрицательными 
коэффициентами

g{x)=^B^x 

v=i

так, что
\f4x)\^-\}kgw(x) (5)

для k—0,1,2,...
Доказательство. Условие, очевидно, необходимо. Мы покажем, 

что оно и достаточно. Очевидно,

[im
Х-> 00

В,

и, следовательно, на основании леммы, существует такое число Av что

^[/(x)-AZ"]

Но, очевидно, нашу лемму можно применить еще раз. Продолжая 
таким образом, индуктивно устанавливаем существование чисел

Ац А^, ■ ■ •, А„,
для которых

dk 
dxk

/W- V А^е ^х
V=1

V ВДАе 
v=«4-l

Пусть теперь п неограниченно возрастает. Выбирая #=0, заклю-
00

чаем, что ряд V A~te~y"'x абсолютно сходится при хД>а и что сумма
V=1 

его равна /(х).
Рассуждения сохраняют свою силу и в случае, когда последова­

тельность (1) конечна. Тогда f (х) обращается в экспоненциальный 
полином

т

Ж =2 А^х,
ч=Л

где т — число членов последовательности (1). В специальном случае, 
когда последовательность (1) содержит только один член, функция 
f(x) обращается в показательную функцию Ае~1х. Этот результат мы 
установили недавно другим путем (2).

Наша теорема__сохраняет силу и в том случае, если предположить,
- дан ссср, т, ^уц,^ 9 877 



что функция f (х) удовлетворяет неравенствам (5) только для бес­
численного множества значений k (а не для всех целых неотрица­
тельных значений) ^2,..., но что существует такая последо­
вательность Е1( £2, ,..->0, что lim /(у=0.

V -> ОО

Мы докажем при этих предположениях, что неравенства (5) 
выполнены при всех целых неотрицательных значениях Д Это вытекает 
из следующей элементарной леммы.

Лемма 2. Предположим, что функция <р (х) и ее п первых 
производных ср' (х),..., ^(х) существуют при х>а и (х) 
непрерывна и не меняет знака.

Если существует последовательность S2,.-»oo такая, что 
<?^v) = 0, то выражение (—1)*<р(Ч (л) сохраняет постоянный 

знак при 0<k'^n, когда х и k изменяются.
Доказательство. Можно найти такие последовательности 

лйі, xkz> • • •0, что ^ііп^ (xAv)=q. Для этого достаточно выбрать 
частичную последовательность х01, х02,... из (6), для которой 
хо, v %o,v-i 1> и подобрать последовательности хА1) xk2,.., так, чтобы

?( } ^Xk-\, 2^—^ ” U*-!, 2v—1 ) = (х^ц 27 — хь~1, 2v-l ) <Л, у)-

С другой стороны,
•V_ j

(Х)_ q/*-1) у ) = - j ’ (t) dt.

Если y(i) (t) не меняет знака, то можем, очевидно, писать

^*-,\х)=- J

и, следовательно, o' ])(х) также не меняет знака, когда х изменяется.
Чтобы установить, что неравенства (5) выполнены при . всех целых 

неотрицательных значениях k, если они выполнены при k=k. k 
и если ^Ит /(^) = 0, достаточно применить лемму 2 к сумме’и раз­
ности g (x)±yf (х\ так как lim £•(?)—о, что видно из

СЮ

у=1

где числа \ положительны. Можно притти к тому же результату 
используя одну теорему Н. Обрешкова (3) вместо леммы 2.
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