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МАТЕМАТИКА

А. ПОВЗНЕР

О СПЕКТРЕ ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ И ПРЕОБРАЗОВАНИИ 
ЛАПЛАСА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 20 III 1947)

Мы будем рассматривать для простоты ограниченные на всей оси 
непрерывные функции, не оговаривая это каждый раз. Все резуль
таты настоящей заметки без затруднения переносятся на случай 
функций, растущих на бесконечности как некоторая степень х.

Положим

LP(z)= | eizt F dt, если Ітг<0; 
о
—ОО

Тр(г)= j e'zt F (t) dt, если Im г >0.
6

Мы будем говорить, что F (х) не имеет спектра в некотором 
интервале, если ее второе обобщенное преобразование Фурье (г) есть 
линейная функция в этом интервале.

Легко получить (например, опираясь на результаты (3)) следующие 
предложения:

1) Если g (х) такая абсолютно интегрируемая функция, что ее 
преобразование Фурье равно единице на открытом множестве, содер-

ОО

жащем спектр F, то J F (х— /) g(t) dt=F (х).
—со

2) Если F (х)—функция экспоненциального типа А, то она не имеет 
-спектра вне интервала (—А, А).

3) Если g(x) такая абсолютно интегрируемая функция, что ее 
преобразование Фурье равно единице в интервале (л15 Х2), то

ОО

F (х)— I F (х — t)g (t) dt не имеет спектра в этом интервале.
—ОО

Лемма 1. Пусть F(х) — функция экспоненциального типа А*,  
-ограниченная на действительной оси. Положим

(1, если — А X <; А;
<Р (X) = / 0, если X <1:—А — 8 = —-А^ 

^0, если X >A-(-8 = A1;

и пусть (X) непрерывна на всей оси и имеет две непрерывные 
производные. Тогда

* \f (z)\^keA[z\
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GO Л1

J F dt 5
-CO — Л,

(1>

Доказательство.

((2), стр. 64)

Пусть F(t) = V ^-tk. Тогда при \z\>A 
k=o k'

у ^(0) 
A («/+1 (2)

CO

Из 1) и 2) следует, что F^x)— J g(x— t) F (t) dt, где g (x) — функ-
-00

ция, преобразование Фурье которой есть <?(Х). 
Из свойств функции <р следует, что

ОО

^w(0)= J g^^F^-t^dt.
— ОО

(3)

Подстановка (3) в (2) дает:

f 2^- 

n -> 00 — 00 L* =0 (/z)

F (—t) dt. (4)

Но

откуда

= ~ S eiyt^(\)d\ 
~~ —A,

v gw(d у 1 Г1 ешХ* d) =
kt0(iz)k+l k~0‘MJAl Д + ’

= 1 ____L г1
2лі ' z — X 2r.i ■' z — X

—A, — A,

Подстановка (5) и (4) после предельного перехода с помощью 
двукратного интегрирования по частям дает (1).

Обозначим через ФДХ) второе преобразование Фурье функции F.
Лемма 2. При предположениях леммы 1 справедлива формула

d\
(г-ХГ ' (6)

Из (1) получим с помощью интегрирования по частям ('<₽('-+-Л,' 
= ?'(±А)=0)
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Переходя в (7) к пределу, получим:

LF(z)
1

2 я/

dX
А, А

d\. (8)

Но так как F (х) Не имеет спектра вне (—А, А), то при Х>А 
ф^(Х) = с1Х+с2 и приХ< —А Ф^Х^^Х-ф^. Используя это для 
вычисления двух последних интегралов в правой части (8), будем иметь:

^(2)=4 (
~ А

dK , сД 4- с2 ,____
’ (z —л)! (z—Л)2 1 г-А

d^A — d^ d, 
(z + Л)! z-j-A

(9)

Переходя в (9) к пределу при А^», получим (6).
Теорема 1. Если F(x) —любая непрерывная ограниченная на 

всей оси функция, то для нее имеет место представление (6).
00 sin3 EL

2 С 2Доказательство. Полагая/Д (х) = — \ F(х — f) dt, мы 
00 ni"

получим последовательность функций Fn экспоненциального типа, 
равномерно сходящихся в каждом конечном интервале к функции F 
и равномерно ограниченных. Для них представление (6) имеет место. 
€ другой стороны, очевидно lim LF (z)=LF(z). В правой части (6)

°? f (с)
тоже легко перейти к пределу, так как j е~‘’Л стРе" 

мится в среднем квадратичном к соответствующему интегралу для F.
Мы будем говорить, что F (х) имеет аналитический спектр в интер

вале Д=(Х1( Х2), если для любого интервала Д3 = 8, к2 —8), со
держащегося внутри (Х3, Х2), Fix') может быть представлена в виде 
суммы F=Ft 8 ^2 з> где F1S не имеет спектра внутри Да, a F^ 8 (х) =

х2 — з

— ф (X) е1^ do., где ф(Х)—аналитическая функция внутри интервала
+ 3 А К

(Хъ М (Ф0-) зависит, очевидно, только от Д).
Теорема 2. Для того чтобы F (х) имела аналитический спектр 

в интервале (Хх, Х2), необходимо и достаточно, чтооы LF(z) было 
аналитически продолжимо из верхней полуплоскости в нижнюю 
и наоборот через интервал (х1; х2) (х1 = Х1, х2 = Х2) на действитель
ной оси. Для того чтобы F (х) не имела спектра в интервале 
(Хх, М> необходимо и достаточно, чтобы LF(z) была регулярной 
в области ха, составленной из обеих полуплоскостей Ітг^О 
и интервала (Хх, Х2).

Доказательство необходимости немедленно следует из (6).
Докажем достаточность. Пусть g(x)—функция, преобразование 

Фурье которой <р(Х) равно:

. (1, если
и 00 — {(О, если

<р (X) линейна в

Хх — 1 X Х2 -ф- 1,
X <ф Хх — 2, X ф> Х2 —2, 
остальных интервалах.
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Положим /71= j Р(х~ t)g(t)dt и P2=P — /7 Тогда P^P^F^

^2 не имеет спектра в интервале (Ч — 1, Х2 + 1), а Л —функция 
экспоненциального типа. LP = LF -\- LF>, и LP* регулярна в Ц j , +1 . 
Поэтому оставшуюся часть теоремы достаточно доказать для функции 
экспоненциального типа.

Пусть Р такая функция типа А.
Отбрасывая регулярную часть в правой части (9), предположим,.

что LP(z)= f ФДХ) ------— продолжима через отрезок (L, L) в обе
-Я

полуплоскости. Тогда LF(z) регулярна в области Q, находящейся над. 
отрезками (— оз, ХД (/,2, оо) и некоторой дугой с концами в точках 
гі расположенной внутри нижней полуплоскости и в.
области Q', являющейся зеркальным отображением области £1

Если Im а3 > 0, то

i i у S ~ + с2, (Ю)
а, а, — л z '

где пути интегрирования лежат в области П.
Так как левая часть (10) регулярна в Ц то J (z) = С ф^^

-л z~^ 
регулярна в Q. Точно также J (z) регулярна в Q'. Формула обраще
ния Сти^ьтьеса (3) дает, что ФДа) есть аналитическая функция ф(л) 
в интервале (Хъ а2) и Y ’

7 - ( , V НИ

(П>
Предположим дополнительно, что LP регулярна в области QX1, ха.

Тогда интеграция третьего интеграла (11) дважды по частям дает
с помощью формулы обращения Стильтьеса, что ф" (Х)=0, т. е. при 
этом условии Р (х) не имеет спектра в интервале (Хъ л2).

. Будем снова считать, что Lp (г) продолжима через отрезок (Jo лЛ 
в оое полуплоскости. п 27

X, — S

Положим Р^ = — ( е'и ф” (p)d\. Из (И) следует, что LP_P (г) = 
71 Х1+8

= Lf(z) — LPi(z) регулярна в области 4,-8, ха + з> откуда, по преды
дущему, Р — /?1==л2не имеет спектра в‘интервале (^ + 8, а2 — 8), и, 
таким образом, разложение F = Р\ -к Р2 доказывает оставшуюся часть- 
теоремы 2. 7

Заметим, что для случая функций экспоненциального типа теорема 2 
дает все особые точки преобразования Лапласа.

Теорема 2 этой заметки тесно связана с некоторыми результатами:
I . Carlemana (4). J

Поступило
20 III 1947 
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