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ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 20 II 1947)

Пусть Е — множество точек n-мерного евклидова пространства, 
[Змеримое в смысле Лебега с конечной мерой. Рассмотрим последо- 
іательность суммируемых в Е функций

(I)

симптотически сходящуюся (3) к f (Р).
Теорема 1. Для того чтобы функция f (Р) была суммируема 

I последовательность

SfAP)dP, ^f^P)dP,... 
е е

сходилась к I f (P)dP для каждого измеримого подмножества е сЕ, 
е

необходимо и достаточно, чтобы для каждой частичной по
следовательности

^(Р),

выбранной из (1), можно было найти неотрицательную суммируе
мую функцию <р (Р) так, чтобы неравенство

(Р)|<?(Р)

было выполнено для бесконечного множества значений #.
Доказательство. Сперва мы покажем достаточность условия. 

Для этого мы допустим противное тому, что мы хотим установить. 
В таком случае, на основании одной теоремы Витали (2), можно ут
верждать, что интегралы J fk (Р) dP не могут быть равностепенно 

е
абсолютно непрерывны. Итак, существует по меньшей мере одно 
положительное число г такое, что можно подобрать измеримое мно
жество еу и целое положительное число для которых неравенства

, 1 те^ —, 
м

Sf^dp > г

выполнены при всех целых положительных значениях v. 
С другой стороны, для последовательности

fkXP\ f^P),--- 
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можно подобрать суммируемую функцию <р (Р) таким образом, чтобы 
неравенство

IAV(P)I<9(P)

было выполнено для бесконечного множества значений v. Таким 
образом, при этих значениях v будем иметь 

\арар> Sf^dp
еч

£,

т. е. интеграл от функции ? (Р) не может быть абсолютно непрерыв
ным. Таким образом, предположение, из которого мы исходим, при
вело нас к противоречию. Итак, условие достаточно.

Теперь мы покажем необходимость условия. Пусть

<Pi(M
некоторая частичная последовательность, выбранная из (1). На осно
вании известной теоремы X. Хана (3) имеем

Hm f MP^-f^dP^Q.

Можно, следовательно, выбрать такую последовательность целых 
положительных чисел

^1, ^2> ^3 > • • • >

чтобы ряд 
со

i = IE

сходился. В таком случае функция
ОО

І = 1

суммируема (на основании одной теоремы Фату (4)). Рассмотрим теперь 
суммируемую функцию

ОО

<р(р)=іу(р)і+ 2
i = I

Очевидно, 

что и доказывает наше утверждение.
Теорема 2. Для того чтобы функция f (Р) была суммируема 

в Е и последовательность

SfAP^dP, ^fAP^dP,... (2)
е е

сходились к \ f {P^dP для каждого измеримого подмножества е ^Е,
е

необходимо и достаточно, чтобы каждая частичная последо- 
тель ность, выбранная из (2), имела по меньшей мере одну абсо
лютно непрерывную предельную функцию.

Доказательство. Необходимость условия очевидна. Мы по
кажем, что условие достаточно. Мы пока предположим, что функция 
f (Р) суммируема. Допустим, что последовательность (2) не сходится 
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к \ f{P)dP. В таком случае существует положительное число е и 
е

подмножество G^E, для которых неравенство

f[fk(P)-f(P)]dP 
а

выполнено для бесконечного множества значений £
^1> ^2 , • • •

Выберем из последовательности

f^P}, 
последовательность

Фі (РИМ-.-, 
которая сходится почти всюду к f(P). Пусть Gy— множество тех 
точек, принадлежащих G, в которых выполнено наравенство

по меньшей мере для одного значения Очевидно, имеем

Gv^Gv+i, lim G^ —0.
V ОО

С другой стороны,

G
= f [?AP)-f(p)]dp+ h(p)dp- ff(p)dp 

G — Gy Gy Gy
и, следовательно, при k > v

+ l Ь^(р)^1 + / Sf(P)dP\.
Z Gy Gy

Пусть J (e) — любая абсолютно непрерывная предельная функция 
последовательности

S^(P)dP, S^dP,... 
е е

В таком случае получаем
|/(OV)I+ f f(P)dP 

и, следовательно, функции J (е) и J f{P)dP не могут быть одновре- 
е

менно абсолютно непрерывными. Таким образом, мы пришли к проти
воречию.

Для того чтобы закончить доказательство, остается показать, что 
функция f (Р) суммируема. Доказательство можно легко провести, 
пользуясь известным приемом Фату (4).

Поступило
20II1947
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