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О СКОРОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ РАЗРЫВОВ [ПРОИЗВОДНЫХ 
СМЕЩЕНИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ НЕОДНОРОДНОГО УПРУГОГО

ТЕЛА ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ

1 Рассматривая время t как пространственную координату, пред- положим чтТ?6ычн0РрассмаТриваемые в теории УПРУ™™ смещен.«я 
и v w определены внутри и на границе цилиндра С с образующими, п^дельЕн оси t. ■основанием'1которого
упругое тело. Для краткости положим и ~ iи w - и. мы 
будем предполагать, что вблизи некоторой точки М (ж■ , у ) эго 
SОграничено поверхностью z = f(x, у), где функция / имеет не­
прерывные производные до (« + 2)-го порядка^включительно иш, ш 
мы будем для краткости говорить, имеет гладкость (« + 2)-го порядка. 
БУМы ^ХКГвТо^ неоднородное анизотропное 
vnovroe тело свободное от действия внешних сил; предполагаем, что 
все коэффициенты уравнений упругости н граничных условий ™ 
гладкость »-го, соотв. (» + П-го, порядка и не зависят от/

ТТпелположим что в окрестности М° (t, х , у , s ) имеют глад кость Тг°оЛ=дка, а на поверхности С вблизи этой точки пусть 
и имеют непрерывные производные (п + 1)-го порядка всюду, кроме 
некоторой, проходящей через М°, двумерной поверхности S2, имею­
щей гладкость (и-|-2)-го порядка, где они имеют особенности опи- 
XaeZ?o ниже вида. Нашей задачей является определение наклона 

$2 2 Т°Вьібер1м в окрестности М° какое-нибудь преобразование 
t х ? Г имеющее гладкость (« + 2)-го порядка и обладающее 
следующими свойствами: а) оно переводит границу Р^^Р1^ 
цилиндра в часть плоскости П„ a S, в часть плоское™, П ; 6.новые 
координатные поверхности, проходящие через М касаются старых 
в М°; в) новое начало координат находится в точке М , )

rfi' t/ж' _ dy'_ штрихами обозначены новые координаты.
Пеоейдем ? уравнениях теории упругости, которые мы обозначим 

(1) вэтимновы£координатам. Мы найдем, что ч будут удовлет- 
вопять в“ окрестности М" системе (V) трех однородных линейных 
уравнений 2-го порядка, где коэффициенты ПР® Ja°-™ 
ных 2-го порядка в точке ЛИ сохранят те же значения какие были 
у первоначальной системы (1). Аналогично гРа™Хйп™ 
на свободной поверхности тела заменятся ноУРав 
нениями (2') с теми же значениями в точке №при старших, т е. первых производных, уравнения (1), (2),
Будем предполагать, что все члены у этих уравнении записаны в 
левой части. Функции и, в окрестности М° будут иметь гладкость 
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и-го порядка. На П3 вне П2 они имеют гладкость (пфі)-го по­
рядка.

Будем предполагать, что на П3 вблизи М° функции имеют 
вид

u^t', х', у', 0) = М+п+ 1Ці', х', , х', у'} [тГ 4.а4 4-
+ ^']" + 1 In I it' -ф ах' 4- W I 4 b. (f, х', у') [тГ 4~«4 4 | т/' +а®'4

+W 14#Ж 4, у'), « = 1,2,3, (3)
где Mf + v (і', х', у'} — некоторые многочлены. (»41)-ой степени от 

Л', х', у'-, a^t', х', у'), Ь^', х', у') и R^t', х', у') — некоторые функции, 
имеющие гладкость (п4~1)-го порядка, причем среди чисел а{° = 
= az(0, 0,0). b^ — b^, 0, 0) есть хоть одно, неравное 0, и

D^R, (f, х', у') = о([4' I + 1х' I + \У' I F-* + 1), fc = 0,l, ...,n4h 
где D^Tt означает какую-нибудь из производных к-го порядка от 
R/, уравнение -ф 4 ^'= О представляет на плоскости П3 плос­
кость П2.

3. Уравнения (2) и, следовательно, (2') могут быть разрешены в 
точке М° относительно dujds, соотв. dujdz', так как детерминант, 
составленный из их коэффициентов, есть один из диагональных де­
терминантов в основных уравнениях, связывающих напряжения и 
деформации, а все такие детерминанты положительны, если предпо­
ложить, как это мы сделаем, что существует упругий потенциал для 
всякого однородного тела с теми же упругими свойствами, какие 
имеются в какой-нибудь точке рассматриваемого неоднородного тела. 
Так же нетрудно видеть, что уравнения (Г) могут быть в точке 
разрешены относительно д2и(1дз'2. Поэтому легко составить много­
члены (»41)-й степени М- )t', х', у', s'), которые совпадают с 
Мл + 1(У, х',у') при г' = 0 и обращают в 0 в точке М° левые части 
уравнений (І'), соотв. (2'), а также и все их частные производные 
до (и—1)-го, соотв. п-го, порядка по t',x’,y',s', соотв. по t',x',y'.

Положим на всей рассматриваемой окрестности М" 

х'^гх", у'=гу", з'=гз",
U- — ui — У' > х', у', s') = гп + 1йі" —М" (t", x", у", s").e" + 1 Ins.

Здесь многочлены M" У, х’, у', s) построены по а/ (tf 4 я®1 4- W)n+1 
так же, как многочлены М- У, х', у', s') были построены по 
М^ + ^У, х', у'). Многочлены М" (/', х', у’, s') обращают в 0 в точке 
М" левые части уравнений (1'), соотв. (2'), а также и все их частные 
производные по f, х', у', s' до (и—1)-го, соотв. до и-го, порядка по 
f, х', у', z', соотв. по t', х', у'.

Предположим, что при всяком s>0 функции и" имеют в окре­
стности начала координат ограниченные частные производные до «-го 
порядка^по t", х", у", s". Так будет, например, если ut имеют внутри 
С на достаточно гладких поверхностях только такие особенности, 
как и на поверхности цилиндра G, или если эти особенности будут 
регулярно затухать внутри. Тогда по теореме Арцеля можно 
выбрать такую бесконечную последовательность значений е, сходя­
щуюся к 0, что в ограниченной области G" около начала координат 
в пространстве У, х", у", г") функции и" вместе со всеми их 
частными производными по t",х",у",s" да (« —1)-го порядка вклю­
чительно будут равномерно сходиться к некоторым предельным фун­
кциям и* и их соответствующим производным. Так как

и; У, х", у", 0) = У, гх", гу") (тГ 4~ ах" 4 W) ”+11п | У 4 аж" 4- ^у" | 4 
4- bi У, гх", гу") ^1" 4 ах" 4- I 4 *4' 4- I 4 ° (4 
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то предельные функции будут сохранять постоянные значения на 
всех двумерных плоскостях, лежащих в П3, параллельных П2. Так 
как, по предположению, не все а.0 и равны 0, то все и? не бу­
дут на П3 тождественно равными 0. Так как мы предполагаем, что 
п^З, то функции и* будут удовлетворять по одну сторону П3 
уравнениям (1*), а на П3 линейным однородным уравнениям (2*) 
с постоянными коэффициентами, равными значениям в точке соот­
ветствующих коэффициентов уравнений (1) и (2), причем эти предель­
ные уравнения будут содержать только члены со старшими производ­
ными. Так как уравнения (2*) могут быть разрешены относительно 
du.*ldz", то ди*1дз" будут сохранять постоянные значения на всех 
двумерных плоскостях, лежащих в П3 и параллельных П2.

Итак, и" и ди-Чдг" сохраняют постоянные значения на всех 
двумерных плоскостях, лежащих в П3 и параллельных П2, а внутри G'r 
функции и" удовлетворяют системе уравнений с постоянными 
коэффициентами, которая может быть разрешена относительно 
d2ut"ldz"2. По теореме об единственности решения задачи Коши при 
начальных данных, задаваемых на П3, отсюда следует, что и* будут 
сохранять постоянные значения на всех двумерных плоскостях, 
параллельных П2, а не только на тех из них, которые лежат в Л3. 
Поэтому внутри G" величины й.' можно считать функциями только 
от г" и p~zt" +аа;"4-р?/". Поэтому система основных уравнений 
упругости для функции и? сводится к линейным уравнениям 
с постоянными коэффициентами, содержащим только вторые произ­
водные ПО 2" И р.

После этого делаются применимыми обычные рассуждения при 
нахождении в простейшем случае скорости волн разрывов на плоской 
поверхности упругого тела, как затухающих внутри тела (волн 
Рэлея), так и незатухающих.

4. До сих пор мы предполагали, что п > 3. Рассмотрим теперь случай, 
когда п = 2 или« = 1. При этом мы будем предполагать, что коэф­
фициенты уравнений (1) и (2), повёрхность рассматриваемого тела и 
проходящая через точку М° в поверхности цилиндра С поверхность 
^ — поверхность разрыва старших производных функций и{—имеют 
гладкость 5-го порядка. Если разрывы продолжаются внутрь цилиндра 
С по некоторой поверхности Ss, то мы будем считать эти поверхно­
сти имеющими гладкость 5-го порядка. Пусть сами функции ut вне 
поверхности разрыва имеют гладкость 4-го порядка, а на поверхно­
сти цилиндра С, развернутой в плоскость, пусть и{ имеют вид (3) 
при и = 2 или п — 1, где а. ц bi имеют гладкость 4-го порядка. Пусть 
такой же вид имеют ut и внутри С вблизи 83.

Разберем сначала тот случай, когда п — 2 и поверхность S2 вблизи 
точки М° не имеет касательных, параллельных оси Ot. Построим 
в окрестности М°, которую мы будем представлять себе в виде ци­
линдра с основанием в плоскости t = — е, функции

t
y,z) = J мДт, ж, я, z), 2=1, 2,3, (4>

где г —некоторое малое положительное число, a — некоторые 
многочлены. Определенные таким образом функции в отношении 
гладкости обладают такими же свойствами, какими обладали рассмот­
ренные выше функции иг при п = з. Стоящие в правых частях ин­
тегралы мы можем дифференцировать до 3 раз по х, у, z под знаком 
интеграла. При дифференцировании же этих интегралов по t после 
дифференцирования под знаком интеграла придется прибавить 

г,х, у, г). Так как при малой сумме (x—x^-Y^y — y^-Y^z — z^- 
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точка (/° — е, х, у, г) находится вне поверхности S2, то мы можем' ■ 
считать здесь все функции и{(1°— е, х, у, г) имеющими непрерывные 
производные 5-го порядка по х, у, z. Таким же образом можно посту­
пать при нахоя^ении вторых производных по t от интегралов, вхо­
дящих в равенство (4). Так как функции щ удовлетворяют уравне­
ниям (1) и (2), то легко видеть, что после подстановки вместо ut 
в левые части уравнений (1) и (2) интегралов, входящих в равен­
ства (4), все члены, содержащие и{ и их производные под знаком 
интеграла, сократятся, и мы получим линейную комбинацию коэф­
фициентов этих уравнений и функций u^t, х, у, г) и их первых про- ' 
изводных при t — U — е; эти линейные комбинации будут иметь 
гладкость 4-го порядка. Так как уравнения (1), соотв. (2), можно 
разрешить относительно д2ифдг2, соотв. дщ/дг, то мы можем выбрать 
многочлены х, у, z), входящие в правые части (4), так, чтобы 
результаты подстановки функций U{(t, х, у, z) в левые части (1) и (2) 
в то$ке М° обращались в 0 вместе со всеми их частными производ­
ными до 3-го, соотв. 4-го, порядка включительно. Поэтому к опре­
деленным таким образом функциям U^t, x,y,z) применимы все те 
рассуждения, какие мы привели выше для случая п^З.

Если бы поверхность S2 имела касательные, параллельные оси 01, 
то она не имела бы касательных, параллельных какой-нибудь из осей 
OX, 0Y, например ОХ. Тогда функции Ui надо было бы составить 
при помощи интегралов от щ по х.

При п = 1 вместо одинарных интегралов по t от и, надо брать 
для составления функций Ui интегралы

t t, XX,

\ dl, $ Ui U2,X', У, z) dt2 или J dxt f Ui (t, x2, y, z) dx2. 
t°—s —e x°—e x0 s

5. Изложенный выше метод применим и в том случае, когда 
функции Ui имеют на П5 особенности некоторых других видов, на­
пример, вида (^' аж' + Р«/')п + “, 0<а<1, или (ri'ax'+ $у'}п + а 
sign (rt' ax' + ^у'), 0<а<1, и др.

Заметим также, что в наших рассуждениях мы использовали 
только следующие свойства уравнений (1) и (2): а) их линейность и 
однородность, б) возможность разрешить уравнения (1), соотв. (2),. 
относительно d2ui/dz2, соотв. dutfdz. Поэтому наш метод применим не 
только к нахождению скорости распространения разрывов на поверх­
ности упругого тела, но и к другим аналогичным задачам.

6. Таким образом мы приходим к следующему выводу. При сде­
ланных предположениях скорость распространения описанных выше 
разрывов производных от функций Ui на поверхности однородного, во­
обще говоря, анизотропного упругого тела произвольной формы, сво­
бодного от действия внешних сил в каждой точке М его поверхно­
сти, равняется скорости' распространения разрывов этих производных 
на поверхности бесконечного однородного упругого me^ia, ограниченного 
плоскостью, у которого всюду параметры, определяющие его упругие 
свойства, равняются значениям этих параметров в точке М у пер­
воначально рассматриваемого тела.
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