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МАТЕМАТИКА

Академик С. Н. БЕРНШТЕЙН

О ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗАВИСИМОСТЯХ МЕЖДУ КОНСТАНТАМИ 
ТЕОРИИ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Обозначим через Sk,«W класс функций /(%) действительной пе­
ременной (—о©<х<оо), дифференцируемых ^>0 раз, причем

\fW (x+h) -f^(x)\^Mh\ (0<а<1).

Очевидно, что если /(%) € S*, а(1) = 5’й,«, то Mf (л) €Sk, а (М) и 
/(U)€ Sk, а (Х*+а). Отсюда следует, что €Sk,., т. е. при­

надлежит тому же классу, что/(л).
Известно и легко проверить, что если f(x)£Sk, а, то наилучшее 

приближение А^х) посредством целых функций первой степени 
ограничено, т. е. существует такая постоянная ck,«, что

AJM^MCk,. (f^SkAM}).

Из сделанного выше замечания заключаем, что при любом />^>0

AM € Sk,. т, (1)
pJ \ р / pk+*

так как f (— — Y Таким образом, в .неравенстве (1) ск,„
\Р J \ pk+a '

не зависит от р. В аналогичных неравенствах (которые можно на­
писать a priori)

En(f(x))<^Ck,.,n (f(x)eSk,a(M)) (lbis)

для наилучшего приближения /(л) многочленами степени п на отрез­
ке (— 1, 1) и

АМРАМУ) (Г*')

периодической функции с периодом 2~ тригонометрическими сум­
мами порядка п целое число) постоянные Ck,.,n и dk,a,n, на-

, у * ( п V+1против, зависят от га; напомню, что в случае а= 1 акд,п=сЬ), J > 

где (3)
. ± (~])

^•1 тг (2/+l)fe+2 ’
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так что кроме того, известно С1,2), что при £=0л=оо
ІІГП dQt91 л--  ІІШ £o,a, П ^0,a*Л=ОО Л=ОО

Я хочу показать, что предельное равенство

ІІШ dk^, п — Ит Ck,9., п —п—^ п=^
справедливо также при любых ^>0, 0<а<1. Действи- 
тельно, замечая, что Enf(x)=En (f Y ~и принимая во вни- 

\ V Р J Р )
мание, что утверждение /(л)€5й,« равноценно \^-\ “/( — ) € Sh,a> 

\ п J \ Р )
из (lbls) заключаем, что для всякой функции /(%) € имеем при 
любом п

Е (3)
V р / /+а

так что
A„f (х)= lim Е (f^xy ——< -Т- lim с^.п, 

п=^> \ ' ^4-0/ рк''п=х
и, вследствие (1),

Q,a ІІШ «. М)
л-с©- '

Кроме того, отсюда следует также, что

Ит£„ (Нху -п— 
л-» \ р + 0

(/(X) € S^.

Поэтому, как бы мало ни было е>0, для всякой функции
(x^Sk,* можем взять п0 достаточно большим, чтобы при п^пп

En(f(xy,--^~-}<ck,a + e, 
\ 1 + е /

откуда т- е

lim <£*,«• (5)п = со

Из (4) и (5) следует второе из равенств (2).
Принимая во внимание, что для периодических функций с перио­

дом 2mtip

(6)

при любом целом п и 0<^8<П, заключаем, что

d k,9., n I ^k,v. Ck,* (?)

(полагая dk^, п = /г+* *I имеем при всяком п даже более

сильное неравенство ck a>n <. Ck,^ которое, однако, нам здесь не по-
надобится). Нам остается показать, что ни при каком данном е>0 
неравенство

dk,t,n £ (8)
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не возможно для достаточно больших и. В самом деле, пусть 
для некоторой функции f (х) €

Л/(х) = с*,« —(9)

В таком случае, принимая во внимание, согласно теореме 5bls (4), 
что

lim £* t (/(х);£;(х))=Дх/(х), (Ю)
£ = СО

если п/L достаточно быстро растет *, подберем периодическую 
функцию Л (х) С а с периодом 2 «тс, которая равна / (х) при — 
<х<Л и удовлетворяет, как и /(х), неравенству |/х(х)| +A/(x)< 
<Я(х). Если 2яд(х) есть тригонометрическая сумма «-го порядка 
(■первой степени), наименее уклоняющаяся от /і(х), так что

1/1 (Л0 — 2лд(х)| Е п (/1 (х); 2 Пф) — Е nfx (их) dk,a,n ,

то в промежутке (—L, Е) имеем также

\f (%) — 5яд (х)| dk,i,n >

причем |2яд (х)| </? (х) при всех х. Поэтому, вследствие (10) и (9), 
при достаточно больших п имеем

(х)=Ck,n — V2s < dk^n-

что было бы невозможно, если бы допущение (8) было справед­
ливо.

В частности, в силу вышеупомянутых значений констант 
имеем

, СО 1

(‘=0,1,...).
' z=o 4 1 J
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* Напоминаю, что Е*п х (f (х); L;R (*)) есть наилучшее приближение / (х)~в про­
межутке (-L, -\-L) при помощи тригонометрических полиномов n-го порядка 

va kx kx2 (л)= 7 ak cos—-+Ьь sin----- периода 2n-n>2L, которые при всех xп,1 п п
удовлетворяют условию |£ j (х)[ </?(%), где R(x)— любая данная четная функция 
нулевого рода (или многочлен) с неотрицательными коэффициентами.


