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МАТЕМАТИКА

Академик С. Л. СОБОЛЕВ

О ПОЧТИ ПЕРИОДИЧНОСТИ РЕШЕНИЙ ВОЛНОВОГО
УРАВНЕНИЯ.I

Решая волновое уравнение:
I дм-^=° .

в области 2 переменных Ху, ж2,..., хп, ограниченной поверхностью 
8, при краевых условиях:
I) u|s = 0
или (2)

II) - = О,
-dns

часто применяют метод Фурье разделения переменных. При этом 
получаемое общее решение задачи имеет вид

ОО

и (xv..., хп, t) = У Ufay, х2,...,хп). (3)

Если рассматривать и{Ху,...,хп) как функцию переменного t в со­
ответственно построенном гильбертовом пространстве И, элементами 
которого служат функции п переменных Ху..., хп, то решение это 
будет почти периодическим.

Miickenhoupt (J) для случая п — 1 доказал почти периодичность 
решения, исходя из общих" соображений, не прибегая к разделению 
переменных.

S. Восйнег’ом и J. v. Neumann’oM установлено, что для весьма об­
щего вида уравнения почти периодичность решения весьма легко 
следует из предположения, что траектория решения, т. е. множе­
ство всех значений, принимаемых и при любых t, будет компактным 
множеством в гильбертовом пространстве И.

В настоящей заметке мы дадим полное доказательство почти 
периодичности, решений уравнения (1) при условиях I) или II) 
в некоторых предположениях относительно гладкости границы 8 и 
исследуемых решений. В следующих статьях мы избавимся от этих 
ограничений.

Пусть гильбертово пространство И состоит из пар комплексных 
функций ^(Жр.-.Жи), иг (Жр.., хп} таких, что и0 абсолютно непрерывна 
по каждому из переменных ж,- при почти всех значениях остальных 
переменных и функции ut и dujdxj интегрируемы с квадратом. Бу­
дем считать элемент ha эквивалентным нулю, если и0 = const, 
Uy = 0 с точностью до множества точек меры нуль. Пусть hug—
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два каких-либо элемента, причем h есть пара и0 и а д— пара г0 
и Vj. Определим скалярное произведение формулой

(4)

Пусть it (жх, ж2,..., хп, t) — решение уравнения (1) при условиях 
Т) или II), непрерывно дифференцируемое два раза.

Составим упорядоченное множество h (f) элементов из И, завися­
щее от параметра t:

U0(xv ж2,..., жл; #) = «(ж1, ж2..... хп\ t),
и^, х.2.....  жл;#)=^(ж1„.., ж„; 0.

которое мы назовем траекторией. Функцию u(xv ж2,..., хп, t) мы 
назовем порождающей функцией траектории. Если h (0 и^(0 — 
две траектории, то, как хорошо известно:

^(h,g) = O. (6)

Равенство (6) называют законом сохранения энергии. Из (6) сле­
дует

(Л, д} = const, (Л, й) = || h ||2 = const. (7)

Таким образом, каждая траектория целиком лежит на некоторой 
сфере гильбертова пространства й. Обозначив (Л(#), Л(0) = й1(14), 
имеем Е, (м) = const.

Условимся называть билинейный функционал L(h, д) интегралом 
некоторого множества траекторий нашей задачи, если он остается 
постоянным для всяких двух траекторий этого множества. Скаляр­
ное произведение (h, д) будет при таком определении интегралом 
множества два раза дифференцируемых решений. Составим функ­
ционал: 

где через Rj обозначены радиусы кривизны главных нормальных се­
чений поверхности S, а 1Г, 1п — г — направления касательных к
этим главным нормальным сечениям. Область определенности 
У2(Л, д) очевидна.

Функционал Y2(h(t), g(t)) сохраняет постоянное значение на вся­
ких двух траекториях h{t) и g(t), принадлежащих множеству М2, 
для которого порождающая функция и имеет непрерывные произ­
водные третьего порядка внутри области и непрерывные производные 
второго порядка в замкнутой области. Иными словами, Y2 (h, g) есть 
гттеграл множества М2 траекторий нашей задачи.

Укажем путь доказательства этого предложения. Мы имеем:

У(h (t2),g (/2)) - К2 (МО, g О = j№. о)
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Вычисляя dY2’dt и преобразуя объемный интеграл в поверхно­
стный, получим:

g(t2))-Y2(h(t1), д(^)=
(10)

Л 5 J = 1 1 .1 = 1 J J
где

d2v 
dXjdXk

dsu d2v
OxjdXh dXjdt

COS nXh. (ID

Формула (10) доказывается сначала в предположении, что третьи 
производные от и непрерывны вплоть до границы. После этого 
можно заменить поверхность S внутренней поверхностью S*. Перей­
дя к пределу в выражении для разности Y2* (h(t2),g (£2) — Y2* (h (у, д (^Д 
получим (10). Дифференцируя граничные условия" и пользуясь (1), 
можно доказать, что для задачи I) 

а для задачи II)

Обозначим

В равенстве 
Yz(h(f),h(t))=Ez(u).

Е2 (и) = А

(12)

(13)

(14)

значение постоянной А, как нетрудно видеть, полностью опреде­
ляется начальными условиями. Из ограниченности Е2 (it) для любых 
t можно сделать заключение о компактности траектории.

Докажем, прежде всего, что отсюда следует:

(15)

где С — постоянная, не зависящая от t.
Для достаточно гладкой границы S поверхностный интеграл ф в 

выражении Е2 может быть преобразован следующим образом:
2-, 

dS =

ди
дх^ dXjdxs дхь dXjdX;
du d-u д2и

І ди ди । ди ди
dQ, (16)

(17)

” _ n_ _n _
□ s s

LJ = 1 k =1 J =1 
n n

где Gjks и суть некоторые ограниченные функции
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Применяя к (16) известное неравенство:

| ab 1^- |а|2+ —1 2 1 2М

справедливое при любых Д£, получим оценку:
п п | 2

ф<пгЬ(1 + Л/)^(«) + ^[ С S dQ-
М J"s‘J 7^1 7^1 dxidXk I

Вибирая M = 2nL, получим

— n2L (1 + 2nL) (^) —
дги 

dxjdxk dQ,

(18)

(19)

(20)

•откуда, пользуясь явным выражением для Ei {и), будем иметь:

д2и 
dXjdXk

2

d§ < Е2 (и) + n2L (1 + 2«L) Е1 (и). (21)

Из (21) и (14) сразу следует искомое неравенство (15).
Неравенство (15), как показано Кондрашовым (4), влечет за собою 

компактность функций du/dxj и du]dt в L2, откуда немедленно сле­
дует искомая компактность h(t) в Н.

Теорема Bochner’a дает почти периодичность решения.
Поступило 
11V1945
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