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МАТЕМАТИКА

В. И. КОНДРАШОВ

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ФУНКЦИЙ ИЗ ПРОСТРАНСТВ L;

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 21 VI1943)

L" представляет собой линейное функциональное простран- 
ство^функций V (Жц . . . . х^, заданных в области D «-мерного про
странства и имеющих (7-производные *, суммируемые со степенью р 
до порядка v включительно С,2)- В настоящей заметке под. D будет 
подразумеваться ограниченная область, исключения будут огово
рены.

1. Введем в L; метрику формулой
1
р

р (ф, Ф) =
(ч — ф)

2. Укажем некоторые простые 
странств:

a) Lp есть полное пространство;

свойства рассматриваемых про-

б) если одновременно все
слабо

. . дхлпп

0“?
------------- в смысле
дх^ . • . 035“«

/ 1 „ . ч слабо „ Т.Lv / = Ж = 1, . . . , Д, TO ------ -> ? в L',
в)”^)ера р (0, слабо компактна в L;(p>l).

Под Тс будем в дальнейшем понимать линейное многообразие 
всех элементов Тс, являющихся функциями, имеющими непрерыв
ные производные до порядка v включительно. Тогда

г) Т^ всюду плотно в L’ . ч
Для областей D, любая точка которых достигается при помощи 

подвижного шарового сектора постоянной величины и формы, 
С. Л. Соболевым доказана следующая теорема.

3. Единичный шар Ц есть часть шара: 1) любого пространства
г у_ £ . 1
L 1 , если 1 > —
zm р
р п

—> 2) какого угодно из 
п

пространств Т^к

9**Т>0, при 1> — 
р

—; 3) всякого пространства 
п

где з*<9 =

* С-производные следует понимать как производные 
С. Л. Соболева (см. (1)> стр. 483).

согласий определению

Pdx1. . . dxn
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1 если р=1; 4) произвольного пространства С'
к ’

1 —— п

когданаконец; 5) пространства С с усло- 
’ р п

вием ™лдт;^ устанавливается следующее основное поло-

жени в *
Ограниченное в Lp множество р (0, 9) А компактно в простран-

ствах, куда оно вкладывается: 1) в k, Q*<9 —

у 1 /с
2) в когда 1>- = -

1
1 k_
p n

3) в

если

Тч — k ^4*

р п

, , 1 , гдееслир = 1; 4) в О р ПГ<9 = —
1 —— 

p
в случае р>1 предельные функции 9 для последовательно

стей 9 У выделяемых согласно отмеченной компактности, принадле
жат V. Сходимость V-X производных элементов 9г к С-производным 
функций 9 —слабая (в смысле Lp). —

Возможны несколько иные формулировки теорем 3 и 4 для Lp .
Рассмотрим множество функций 9. подчиненных таким условиям

п — 1

sn — 1

(ж, ..., хп 
дх? ... дх„п

кусок гладкого многообразия (п - 1) измерения, располо 
женный либо в D, либо на границе Р; ,жп - близкая
к соответствующей ей на S„_j внутренняя точка (в D).

п
р 
dxr .

дх?. ..D Sa=v

Выделенная совокупность ограничена в
5. Возьмем ІЛ. Предположим, что функции Р(0.

равны нулю вне области D. Условимся во всем дальнейшем обозна
чать различные постоянные, не зависящие от рассматриваемых 
функций и вводимых величин П, и «через С о различными ниж- 
ними индексами. Положим также M + h — п, . . . , x„-t

.7., хп), d^... dxn = dm. Будем считать, что тах|М = & 

(Г = 1, 2, .... и).
Справедливы следующие оценки.
а) Область D ограничена 

п
19 (М + h) — 9 W К

D

* При п = 2 для 
ген) была установлена

L^1 с более узким классом областей D Рейлихом (Геттин- 
компактность только в Ъ2.
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б) Область D — все пространство, из которого могут быть изъ
яты конечные куски достаточно гладких многообразий измерения, 
меньшего п.

Еслир=—, то следует применять оценки, беря р'<р так, что

р . . . J (М+П)- ^>1 —fc+^ ~

в) Р>~ (V), к=^^, т>0. 
к

О т^р,

|Ф(2И + й)-Ф(Щ И=сс04 I In S -1 т=р,

3р т>р.

Целесообразно сейчас же привести краткий план доказательств. 
Рассуждения проводятся для L?. Утверждаются только что вы
писанные оценки. Неравенства 5 а) и 5 в) вместе с 1) — 4) пункта 3 
создают возможность использования теорем Рица (условие компакт
ности в Lp) и Арцеля для подтверждения предложения 4 в огра
ниченных областях. Установленное справедливо во всяком случае 
и в любой ограниченной части рассматриваемых видов неограни
ченных областей. Средние функции позволяют перевести результат 
и на . В этом направлении возможно, опираясь на свойства про
странств (полнота и т. п.), использовать теорему Фреше-
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Укажем лишь идею доказательства указанных оценок. Эта идея 
основана на применении тождества,'представляющего значение функ
ции у в вершине некоторого сектора через значения производных 
внутри такого сектора, предложенного С. Л. Соболевым ( ), причем 
в процессе рассуждений оказывается целесообразным использовать 
теорему С. Л. Соболева об интегралах типа потенциала (’)• Укажем 
еще что несколько обобщая основную теорему об интегралах типа 
потенциала С), не упуская из вида сущности проведенных рассуж
дений, можно для Lp получить оценки в связи с многообразием раз
личного числа измерений (дополнительно к опубликованным в (-, )).

Возможно развитие в направлении данной работы и теорем 
И. Г. Петровского и К. Н. Смирнова (о равностепенной непрерыв
ности). Соотношения, аналогичные неравенствам Фридрихса, позво
ляют связать формулировку предложения 4 с условиями на мно
гообразиях п—1 измерения.

Некоторые из приложений результатов изложенного будут разо
браны самостоятельно.

Поступило 
21 VI1945
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