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1. Во многих нефтяных месторождениях приток нефти к сква­
жинам происходит под напором краевых вод, окружающих область, 
занятую нефтью. Л. С. Лейбензоном (’) была поставлена задача: 
в начальный момент времени в пористой среде дана плоская об­
ласть, занятая жидкостью. Внутри области находятся скважины. 
Спрашивается, как будет перемещаться контур области, если счи­
тать, что давления на контуре^ области и контурах скважин все 
время сохраняют заданные постоянные значения. Такая постановка 
задачи соответствует предположению, что во внешней области на­
ходится жидкость, вязкость которой равна нулю.

Как обычно, считаем, что скорость фильтрации имеет потенциал: 
dx dv dy df k , ...u — m— =— , v — m— — — , — — p (ж, у, t), (1)
dt dx dt ду P

p — давление жидкости, k—проницаемость грунта, <i —вязкость 
жидкости, т — пористость грунта, t — время.

Контуром-области является линия 
ф (ж, у, t) = — — р0= const. (2)’А

Дифференцируя это уравнение по t, найдем условие^ которое 
должно выполняться на контуре во все время движения:

(з)
\dxl \^І

х На вспомогательной плоскости С рассмотрим п равноотстоящих 
скважин, расположенных внутри единичного круга на окружности 
г = ]Св1<1. Комплексный потенциал течения будет:
• о гп_т

= (4)
2л J _  I

Отобразим круговую область плоскости С на некоторую область 
плоскости z с помощью уравнения

z = f^)=*A&-YAJ?+--- . (5)
Течение на плоскости z будет характеризоваться функцией (4), 

причем для дебита Q скважин имеем
Q =------ = мq t (6>

(1 - с2Л) Л (О. -« у «л
no I r0
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2 — радиус скважины; с = 4 при t = 0; рй и р — давления на кон­
туре области и контуре скважины.

При / = 0 считаем 4V Л,, .. . заданными. Ищем зависимость 
Л- • • • от Л

Для f (Q находим с поморю (3) уравнение

. (7>
/1 -5о\ (1-
\ ^1

Штрих означает дифференцирование по С, точка —по безразмерному 
времени т, связанному с t так:

моп 
пт

2кпкр

цт 1g
(1-сгя)Г (С) 

woe” ~1

t. (8)t

Будем считать Со и Ak вещественными, что отвечает случаю сим­
метричного контура. Полагая в (5) С — е^, получим из (6):

2Re (А .̂ .) (А'е~^ +242e~ + . . .) =
= —- q (1 -4- 2Со COS пу + 2Со” cos 2и® 4- . . .), (9)

откуда найдем систему уравнений для Ak:

А^Аг -ц 2А2А2 4" 3 А3 А3 4" . . . = Q / 2, 
А^а24- 2л2л'о 4- - • -.4“2Л.2Й14- зл3й24~... — о.

дл„+;14-.. .4-(и+1)4л + М!4-- • • = —W

Аг Azn>+ 1У - • • Ч~ (2^ 4’ 1) Ain 4-1 й14' • • • = —■ Q >

'2. Начальный контур—единичная окружность. 
Пусть скважины расположены на расстоянии с < 1 от центра круга. 
Тогда при t = 0 A1 = l, А2 —А3 — ...= о, и из системы (10) най­
дем, что при £ = 0

А = —= — с\ Л„ + 1 = —СЧ ■ . . (& = 1, 2, ...), (11)

все остальные Ak равны нулю.
Дифференцируя (10) по t, найдем для t = 0:
4; _-----------J--------f 1 _ Зс4л 4- ап 4-І2) с?п + - (14- 4с2« 4- с4п)

1 4 (1 _ S 1 ' 2-(

. (12)

а2„ + і = —п с2Пгу ((2^4-1) (1-с4«)4-2пс2” + ^(14-с2«4-с^) L
(1 —6 ) I J

1 1 — ° 

иос" 1

Третьи производные имеют более громоздкий вид. Однако при 
сколько-нибудь значительном числе скважин величины с2п, с4п,. . . 
малы по сравнению с единицей и ими можно пренебрегать, что 
сильно упрощает формулы. 
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Для точки х0, наиболее, близкой к скважине, имеем
+ + . .. + Лл + 1 + - • . = 1-р Д-V2 + азх3 + • • • > (13>

1 1 + сл
1 2 1 — сп

1 + ап Р 2) сл + 4пе3” + (4« — 2) с3" - с4" + ~ (1 + 4с2” ф с4”)
а----------------- ---------------------------------------------- —--------------------- , (14)

8(1 -С2”) (1 —С71)2

Р, (с) + -», (С) 4- (1 + 4с2” + сІПУ

“з = 48(1 — с”)5 (1 фс”)3

(С) = 3 + (6«2Д-18«Д-18) СПЧ- (36«2Д-60«+12) с2”ДД90«2Д-82« Д- 2) с3” Д-
4- (120«2 — 30) cin Д- (90«2 — 34« — 26) с5п ф (36«2 — 60« Д- 12) с6" ф 

Д- (6«2 — 18« Д- 6) с7” Д- Зе8",
р„ (с) = 5п ф_ (10«2 Д- 8«) С" + (36«2 Д- 27« Д- 1) с2” Д- (50«2 4 28«) с3” 4-

‘ ф.(Ю8«2 — « + 1) с4" Д- (50«2 — 8«) с5” 4- (36«2 — 27« - 1) с6” Д-
Д- (10«2 — 4«). с7” — (4« Д— 1) с8”.

Радиус-вектор точки, наиболее медленно перемещающейся, полу­
чим заменой с на — св выражении х0. ■

Изменение дебита со временем определяется по формуле
2

Р (с) ф — (1 ф 4е2” ф с4”)2

27 (1 — Р-у 87 (1 - с2")2
\ , (15)

Р (с) = 2« Д- (24«2 Д- 15« Д- 1) е2п Д- (60«2 — « Д- 1) с4" Д- 
Д- (24«2 —15« — 1) с6” — (« Д- 1) с8п.

Для одной скважины («=1) можно написать так-. 
r tC(1+cQ

Д- бс2 — Зс4 Д-
8с (1.+ с2 — Р) — 4с3 (1 + 2с- — с4) С2 

(1-сЦ2

(1 + 4с3 + с4) (1+ с;) । , 
-Д1-сО

(16)

Точка L перемещается, приближаясь к контуру. В момент на­
чала обводнения скважин Со = 1. При «=1, Со = 0 (в этом случае^ 
все время равно нулю) формула (7) перейдет в уравнение, получен­
ное Л. А. Галиным (2).

3. Начальный контур — кардиоида. Пусть ее уравнение 
будет

г^СД-аС2, С = 6^. z
Считаем a<4/o, чтобы кривая не имела двойной точки. Сква­

жине z = 20, взятой на оси х, соответствует С = С0; при t = Q С0 = с. 
Система (10) дает:

4 Д-2«й2 —— 4/2( 2ай1Д-А2Д-2а4 = — с>
4Д-2аАй + 1= —ся-4 (^= 1, 2,,(17) 

Одно из чисел, например 4> остается произвольным. Существует 
единственное значение

_  1 — 2ас
1 “ — 2(1ф2ас) (1 - 4а2) ’

/
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при котором получаемые ряды сходятся. Тогда
1 , 1 — Час : ск .д —------- —I—  ----------------------------- -, Аъ —--------------- - (А — 3.4, . . .

2 4а } 4я(1+ Час) (1 — 4а2) 1+2ас

Для скважины, находящейся в точке го=О (с = 0), решение имеет 
вид полинома:

г = А, (()С-НЖ
2Д0 и 42(0 удовлетворяют системе уравнений

^ + 2X4 = —^-’ 4^ + 244 = 0. (18)
1g •'8)

Интегрирование системы дает

(19)

Прежде чем контур области дойдет до скважины, наступит мо­
мент тр в который на кардиоиде образуется точка возврата. Это 
будет при At = 2А2 = (2а)’/з. После этого момента времени реше-( 
ние (19) не будет годиться, Аналогичные обстоятельства имеют ме­
сто (см. (2)) для полинома любой степени. Причина, повидимому, 
лежит в том, что в уравнениях Дарси мы пренебрегаем инерцион­
ными членами, что не допустимо при больших скоростях.

4 . Скважина в полуплоскости. Условие на контуре об­
ласти может быть написано в виде

(ty =o (20)
di di 2

» у н di> dm
или, так как на контуре С = ; — ?, — = — —,

&Г(В)] = 0. (21)

Для одной скважины

Положив z = .. , найдем
4(Г\ = —J2--A- —1------------ -------------------- ,
А пт ' 4л2т2с СДсг 2т2л2с Ц + ст)2

~ „ __ g03 (4 + бе + Зе2) 1_____ gp3 (7 + 5е) i 1__________ gp3_______ (----- ,
' 24т3л3с4 t + ci 24nW<;3 (£ + «)’ 12я3?п3с2 (С + сг)3

1 Iе =------------  , с = т]0 < = 0.
1g (2с/8)

Аналогичным путем рассматриваются задачи о движении в вер­
тикальной плоскости, когда учитывается влияние силы тяжести. 
Уравнение (3) будет тогда содержать член с первой степенью d? / оу и 
в уравнение (20) войдут добавочные члены.
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