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1. Нашей целью является дать соответствующие оценки сверху 
для площади геодезического многоугольника со сторонами данной 
длины и для площади области, ограниченной кривой данной длины 
на любых поверхностях с ограниченной гауссовой кривизной- оценки 
в зависимости от верхней границы гауссовой кривизны в много­
угольнике или в области, ограниченной рассматриваемой кривой. 
Стоит заметить, что на поверхности с ограниченной кривизной сре­
ди геодезических многоугольников со сторонами данной длины, так 
же как среди областей, ограниченных кривыми данной длины 
может не существовать таких, которые имеют наибольшую площадь’ 
Наши теоремы 1 и з показывают, что так будет, например на ги­
перболическом параболоиде. г’

Для того чтобы формулировать наши результаты, условимся 
о терминологии. Областью мы будем называть гомеоморфную кругу 
замкнутую область, в которой введены параметры и, v и задан 
линейный элемент ds2 = Edu2 + ZFdudv + Gdv\EG — № > 0) с коэффи­
циентами, непрерывными вместе с их первыми производными во 
всей замкнутой области. При этом предполагается, что граница 
области имеет конечную длину — «периметр области». Длины углы 
и площади определяются при помощи данного линейного элемента. 
(Является ли область частью поверхности в пространстве или нет_  
не имеет никакого значения.) Многоугольником мы называем область 
граница которой состоит из конечного числа геодезических дуг. Мы 
говорим, что в области D кривизна меньше или равна к (^к, = к), 
если для всякого геодезического треугольника, лежащего в D, отно­
шение его сферического избытка а —р —}— у — л к площади меньше 
или равно к (^к, = к). Плоскостью Лобачевского мы называем пло­
скость, на которой имеет место геометрия Лобачевского; она вполне 
определяется ее кривизной. Евклидову плоскость мы считаем част­
ным случаем плоскости Лобачевского.
г J е 0 Р е м а 1 • Если в многоугольнике Р кривизна не превосходит 

то площадь многоугольника Р не больше площади многоугольника 
Р0) имеющего стороны той же длины, что Р, и вписуемого в кривую 
постоянной кривизны на плоскости Лобачевского, имеющей кривиз­
ну к. И если площадь Р равна площади Ро, то Р изометричен Ро.

е о р е м а 2. Если в многоугольнике Ркривизна не превосходит к^>0 
и если а,) периметр Р^^кўк и Ь) никакие две точки многоуголь­
ника нельзя соединить двумя геодезическими, то площадь много­
угольника Р не больше площади многоугольника Ро, имеющего сто­
роны той же длины и вписуемого в круг на полусфере, имеющей
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кривизну к (многоугольник Ро существует в силу условия а). И если 
площадь Р равна площади Ро, то Р изометричен Ро- ,

Кпема 3 Если в области D кривизна не превосходит к^О, то 
площадь области D не больше площади круга D0, имеющего тот же 
периметр и лежащего на плоскости Лобачевского кривизны к. 
И если площадь D равна площади Do, то D изометрична Do.

Теорема 4. Если в области D кривизна не превосходит Л > О 
и если-, а) периметр D^2*lVk ub) никакие две точки из D нельзя 
соединить двумя геодезическими, то площадь области D не больше 
площади круга Do, имеющего тот же периметр и лежащего на 
полусфере кривизны к. И если площадь D равна площади Da, то 
изометрична Do. „ _ „ .

Дополнительные условия а) и Ъ), появляющиеся в теоремах _ и 4, 
существенны. Именно, если периметр области D>2n/Vk, то круг 
D не существует. И можно указать поверхности с кривизной мень­
шей к (к>0), на которых существуют области со сколь угодно 
малым периметром, но со сколь угодно большой площадью; такие 
области не удовлетворяют, конечно, условию Ь).

2. Изложим в общих чертах доказательство теоремы 1.
Из вариационного исчисления известно, что область, ограничен­

ная на плоскости Лобачевского данным прямолинейным отрезком 
и кривой данной длины, имеет наибольшую площадь тогда и толь­
ко тогда, когда кривая имеет постоянную кривизну. Отсюда путем 
известного простого рассуждения следует: ni.nnnnQM1<

Лемма А. Среди всех многоугольников с данными сторонами 
и с постоянной внутри них кривизной наибольшую площадь 
имеет многоугольник, вписуемый в кривую постоянной кривизны 
на плоскости Лобачевского кривизны к.

Благодаря этой лемме нам достаточно доказать:
Лемма В. Если в многоугольнике Р кривизна не превосходит 

к<0 но не равна к всюду в Р, то существует многоугольник 
с кривизной, всюду равной к, имеющий стороны той же длины, htj 
р и площадь большую, чем Р.

Лемма В получается в свою очередь как следствие ряда лемм.
Лемма 1. Пусть на плоскости Лобачевского даны треугольник 

АВС и два треугольника А^С^, А2В2С2, стороны которых связаны 
со сторонами треугольника АВС равенствами^А^^ АВ, а2с2 до, 
BD 4-0,0',= ВС. Тогда, если сумма углов Di и D2 в треугольни­
ках A^D^ts. A2B2D. больше 180°, то сумма площадей треугольни­
ков A^D^, A2C2D2 меньше площади треугольника АВС.

Доказательство. Наложив треугольники А^В» А2с2и2.на 
треугольник АВС так, чтобы стороны А^В^ и А2С2 совпали с АВ и 
АС, легко убедиться, что треугольники A1B1D1, A2C2D2 окажутся 
заключенными в треугольнике АВС.

Лемма 2. Если в треугольнике Т кривизна не превосходит 
7^0 то углы этого треугольника не больше, чем соответствующие 
углы треугольника со сторонами той же длины на плоскости 
Лобачевского кривизны к. И если хотя бы один угол треугольника 
Т равен соответствующему углу треугольника То, то треугольники 
Т и То изометричны. (Далее треугольник То будет называться «соот­
ветствующим Т».) . т

Эта лемма известна для того случая, когда в треугольнике 1 
имеется непрерывная гауссова кривизна 4). При наших более 
общих предположениях доказательство проводится аналогично.

Лемма 3. Если в треугольнике Т = АВС кривизна не превосхо­
дит fc<0, то площадь треугольника Т не больше плошади соответст­
вующего треугольника То. И если площади Т и То равны, то I и г0
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™?“тр™гоуго^ для т°™ частного случая,

разуем егё нё дм ^Т“Ь “St ЛВ0 AD’

Т'
Hm?° И® пеРеходе от треугольников Т' и 7- к щеуголь- 
никам Т. и Т,- углы не уменьшаются. Поэтому е.™2 угл“ 
и° в этих треугольниках будет не меньше iro°w
на 180 только в том случае, если всюду в т ктлл-or будет рав- 
В последнем случае треугольники Г и То изометричны иА^Л 
му этот случай мы можем исключить. А тогда из леммт? У0310' 
дует, что сумма площадей треугольников Т 1 и Т 2 мриктпр п оле~ треугольника 7’0: ^ьшшов т 0 и 10 меньше площади

S(T0)>S(T0l) + S(T02),
(1)

где S обозначает площадь.
гп J’ по медиане, разобьем

МЫ будем иметь ’ ’ ’ 7 ' Гогда’ аналогично (1),

S^T^^S^T^-ySiT^2), S(T2)>S(T2^^-S\T22), (2)
где

Из (1) и (2) - Уть треугольники, соответствующие Т1' ... т-

Wo^^Ty1^.. £(7^22). (3)
ПродолжаяугольХ^а сХь^ “лыГХоХХг 
При этом, аналогично (3), >■■■. 1

S(r.)>S(r?---'> + ... + sW...,). (4)
Но если треугольники т1 • • • i т?. ■. 2
угоХшкТ Т ПУДеТ СК°ЛЬ У?ДН°’ Мало о^ичаТь^о^^ 
угольника Т. Поэтому из (4) следует, что S(Т }>>Я(Т} Д 
превосход^ Р У°ТЬ В МН0Г0УГ0°льнике Р кривизна не
оаагАтттг, д * Разобьем Р диагоналями на треугольники 7” и 
Из треугольников^^11™ С00'гветствУгоЩими треугольниками 
из треугольников /0 составится многоугольник р о гг.т/,,,,,,, 0
=а£^^^

терема 1 Ю“ДУ *' Ле“"а В ™ ~ XX

3. Наметим теперь доказательство теоремы з у ₽ Р •

щади соответствующего wJiTV6 пТ™ ° Не пРев0СХ0Дит пло-

следует ч?о ипЯАЧтпп известН0Г0 максимального свойства круга 
и дГкрёёХ ДЛ~ ,П~' ™ е™ °

допустим, что кривизна в D не равна к. Тогда в D есть треуголь-
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ник Т, в котором кривизна не равна к. Если Т. треугольник, соответ-
ствующий Т, то б=$(го)-$(Т)>о.«

Построим в D многоугольник Р, удовлетворяющий следующим 
условиям: /юх

1 Q (/Л__$ (
2) Если есть круг на плоскости Лобачевского кривизны к с пе­

риметром, равным периметру Р, то
S(D1) — S(D0)<s/2. I7)

Р (и тем самымВто условие будет выполнено, как только периметр .
D ) будет достаточно близок к периметру D (и тем самым Do).

‘ диагоналями на треугольники мы

получим разбиение всего “«огоуголькша Р на W
„„„ вчжпый из твеугольников, на которые раоОит / , сооівеішву 
ЩИ».“угольником мы получим комплекс треугольников, который 

°6 ПлоХГвсех треугольников из Р, по меньше площадей тре- 
угольшков из р- того, среди этих треугольников „есть соот-
ветствующие друг другу Т и То, поэтом}

SIP А___ Ч1Р\~ха. Vй)

В силу (6) отсюда следует, что
8 (Pi) — 8(D) > а/2. (9)

S ”Х' соответствующими утлы
„ Уменьшаются1; Поэтому сумма углов вокруг каждой вершины

- «ттктіггтся т т е каждой внутренней вершины комплекса Pit ЖтТолХ Мы удлиним народно и то же . все стороны схо- 
Йиеся в одной из этих вершин Л. При этом площада треуи

руопяшихся в А, увеличатся, а углы, сходящиеся ™₽™атся5?юда ясно что, увеличивая площадь и не меняя пе- 
Хетра мы может комплекс Р заменить таким, в котором вокруг 
"^ХоХХи= Хм рХХЬлХЖ =е 
Х"Лил^ е’й если -ФУГ
визна Двна Г™ пл^адь Р. не болХЬлощадн круга с тем же 

периметром, т. е. S
/ Следовательно, (10)

Отсюда на основании (9) следует, что 8 (D^ — S (D)> ф, а приме­
няя (7), мы получаем, что

S(D0)>S(D),

что и требовалось доказать.
Теорема 4 доказывается точно так же.
Математический институт им. В А. Стеклова 
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1 Э. Кар тан, Геометрия римановых пространств, прибавление III, п. 8. М.-Л., 

1936.


