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1. Постановка задачи и метод. В этой работе будут рас­
смотрены волновые процессы, возникающие под действием заданных 
токов плотности J в неограниченной, изотропной, немагнитной, иде­
альной среде, диэлектрическая постоянная е которой зависит только 
от одной декартовой координаты z. Введем цилиндрические коорди­
наты г, 9 и z и ограничимся случаем токов, направленных по оси z 
и не зависящих от угла 9. В этом случае, как показал Г. А. Грин­
берг (х), волновые процессы описываются скалярным волновым урав­
нением:

(І л) г), (1)

где Л —компонента вектора потенциала Az, a k — волновое число. 
Представим А в виде спектра

2 Ъ W z№+ /? (и ^z х) (2)
з

где Zj (г) и Z (г, у) — собственные функции дискретной и непрерыв­
ной частей спектра задачи на собственные значения /, определяемые 
уравнением

f X + ^ZA-TZ=Q (3)
dz dz J '

при условиях однозначности и ограниченности функций Z. Будем 
считать их нормированными обычным образом к 1 и дельта-функ­
ции 8 (X — X').

Подставляя (2) в (1) и принимая во внимание (3) и нормировку, 
получим для коэффициентов Фурье совокупность уравнений

— (г —— — rJ (г), где J (r)= f J (г, г)Z (г) dz. (4) 
dr \. dr ) с

Решение (4) получим с помощью функции Грина К (г, р):
ОО

9 (г)= т- ( К (г, р) pJ(p) rfp, (5)
IC J
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где К при выполнении условия ограниченности при г = 0 и условия 
излучения при r-^оо имеет вид
Л (/—X?) М2) (/^) Для г > р; (ў -Zp) 70 (/^г) для г<р*.  (6)

Подставляя (6) в (2) и предполагая, что все источники сосредо­
точены внутри круга радиуса 5, получим для А:

А = CjZj (г) (у^гП- / С (х) Z (z, Н™ (/ ^7.r) d^ (7)
з

Таким образом, вне области источников решение представляется 
в виде спектра убегающих в бесконечность нормальных волн (2) с 
амплитудами

К R
= [ 7о (/—x,-p)pA(?W с (х)= — I Л(У— хр) pA?,xW(8)

IC J IC I
о о

Для бесконечно тонкой вертикальной антенны, расположенной по 
оси z и несущей ток /(г).

h=\]^z^dz- (9)

Если эта антенна может быть апроксимирована бесконечно малым 
диполем с электрическим моментом Р, помещенным в точку г = Ц 
г=0, то

л z>= у ] 2 zi (Q ZJ ^2) +
1С I -3

+ !zС, X)Z(z, X) (/=^cr) dxI, (10)

Отрицательным собственным значениям х соответствуют незатуха­
ющие нормальные волны, а положительным х — быстро затухающие 
волны. Поэтому на достаточно больших расстояниях от источников 
суммирование и интегрирование в (7) можно ограничивать только 
значениями х<СО-

2. Дискретный спектр. Волноводные каналы в сре­
де. Особый интерес представляют случаи дискретного спектра х, 
когда среда обладает свойствами волновода. Простейшим примером 
является однородный слой с е=1, заключенный между двумя идеально 
проводящими плоскостями 2=0 и z—h. Уравнение (3) дает дискрет­
ный спектр собственных функций и значений

3-1. 2...■. ; Х,=^-Н (11)

Если излучающей системой является бесконечно малый диполь, то 
подстановка (11) в (10) дает известную формулу Вейриха (3).

Покажем, что волноводными свойствами обладает любая среда с 
плавно меняющимися свойствами, если спектр / дискретен. Для этого 
приведем уравнение (3) с помощью подстановки Z=k\z^V к уравне­
нию шредингеровского типа

— + Р + ^(г)] Т=0, (12)

* Здесь Jo и На— функции Бесселя и Ганкеля нулевого порядка.
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где
W(z} = tk2—}/z(~\ . (13)

Пусть г = Сі и г = С2— особые точки уравнения (12), в которых
—оо. Требование регулярности решений 4’ в этих точках экви­

валентно краевым условиям, дающим дискретный спектр. Если W>0
в интервале (г1; г2), где С1<г1<г< 

как показано на рис. 1, то пер­
вые номера х будут отрицательными. 
Пересечение прямых W=Xj(J=1, 2,...) 
с кривой W(г) происходит в точках 
z-^ и z2J и определяет интервал, внутри 
которого ЧУ имеет конечные значения; 
вне интервала (z^, г2>) функции ЧУ мо­
нотонно убывают.

WIZI

Рис. 1На больших расстояниях, когда сум­
му (7) можно ограничить номером j=N, 
где x^ — наименьшее отрицательное собственное значение,

r _ 2V г   - ч
А (г, г) ~V ' . (14)

' 1 = 1 ' 1 1

Выражение (14) показывает, что волновой процесс может иметь 
конечные амплитуды только между плоскостями z\n и z-iN и убывает 
от источника в среднем как 1 / г, так как сумма в (14) является 
квазипериодической функцией. Таким образом, среда обладает спо­
собностью канализировать энергию вдоль слоя *.

В качестве примера рассмотрим среду, у которой
W (z') = А — Bz2. (15)

Уравнение (12) дает спектр собственных функций и значений

х, = -Л+/В(2у+1), j=0, 1, 2, .. ., (16)
где Иj (г) полиномы Эрмита.

Если г — медленно меняющаяся функция z и интервал (г^, z^n) 
содержит много длин волн k, то спектр х может быть заме­
нен сплошным, и антенна с распределением тока
/ (г) = 0 для г>Дг и г< — Дг; I (z)—e~in°z дляДг^г^ — Дг (17)
возбудит в среде пакет нормальных волн с волновыми числами, лежа­
щими в интервале Ду=——, где vc —|/^2г(0) — п2—волновое число \z чс и
центральной волны пакета. Производя интегрирование в (7) для слу­
чая (17), нетрудно показать, что на больших расстояниях г в плос- 
кости rOz образуется луч конечной ширины d~— cos а, где а—угол Д-4
между касательной к траектории луча

и осью Oz.
Между лучевой и волновой трактовками

(18)

вопроса существует

* Существование волноводных каналов в ионосфере и тропосфере было доказа­
но автором в его докторской диссертации (2), где детально излагается метод нор­
мальных волн. Эквивалентность проблем волновода и волноводоподобной среды 
установлена в той же диссертации и в работах (4).
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соответствие, заключающееся в связи между волновым числом 
vc= \[[xj центральной волны пакета и направлением луча

vc=ky e(z) sin а. (19)
Из (18) и рис. 1 следует, что траектория луча ограничена плоско­

стями возврата zlc, z2c, определяемыми из уравнения #2s=v2. Луч 
будет либрировать между плоскостями zlc, z2c, испытывая на грани­
цах рефракцию. Этим и обусловлены волноводные свойства среды.

3. Взаимодействие волноводных каналов. Простран­
ственные биения. В случае двух волноводных каналов, 
возникающих в результате такого распределения е (г), что функция 
W (г) имеет вид, изображенный на рис. 2, возможна перекачка вол­
новой энергии из одного канала в другой.

На языке нормальных 
волн это явление заключает­
ся в расщеплении исход­
ных соответствующих 
изолированным каналам, на 
дублеты Х> —и Xj+Ч- 
Нетрудно показать, что 

___
— 2/ Vk4—^.dz 

е °------------- .------(20)
_ d .rm------  

Рис. 2

Если в одном из каналов поместить антенну, возбуждающую вол­
ну Ту изолированного канала, то поле в первом канале будет

Й'Ке ,т. . . ( Qj 1 —</l7 .|r
’ • (21)

а для второго канала в (21) вместо cos стоит sin.
Таким образом, в каналах_ будут иметь место пространственные 

биения с периодом Дг=тс\А|Xy|/Qy. Относя, согласно (19), выражения 
(21) к центральным волнам пакетов, получим, что луч, либрирующий 
между стенками первого канала, будет постепенно просачиваться во 
второй канал и отдавать свою энергию лучу в этом канале. Через 
интервал Дг/2 каналы обмениваются ролями.

4. Просачивание энер_гии через стенки канала опи­
сывается с помощью функции W (рис. 1). В этом случае спектр 
соответствующий идеализированной задаче, превратится в квази- 
дискретный спектр линий конечной ширины. Суммируя, согласно (7), 
сплошной спектр х в пределах одной спектральной линии, получим

й j

А (г (22)

где Пу имеет то же значение, что и в (20). Таким образом, просачи­
вание через барьер в первом приближении сказывается в виде зату­
хания нормальных волн идеализированной задачи.
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