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М АТЕ МА ТИЧЕ СКАЯ ФИЗИКА

Г. И. ПЕТРАШЕНЬ

КОЛЕБАНИЯ ИЗОТРОПНОГО УПРУГОГО ШАРА 
(Представлено академиком В. И. Смирновым 20III1944)

В настоящей заметке рассматриваются задачи на собственные и 
вынужденные колебания упругого шара методом сферических век
торов. В отличие от предшествовавших авторов (*), дается полное 
решение задачи.

1. Вектор смещения и, определяющийся из решений уравнения 
(^ + ^0graddivu4-!iДu = p^^ (1)

при заданных на поверхности г = R шара смещениях
и(Д, 6, <р, /) = П0(9, <р, I) 

либо напряжениях
krj div и 4-2^^ 4- 

будем представлять в виде суммы

(2)

(3)= F (9, <р, t) 
^R

. и^щ + о,, (4)
где rot и, = О, divu2 = 0.

Тогда вместо (1) за исходные можно принять следующие волно
вые уравнения

Aut —а2—‘ = 0, ди, — 62^ = о, (5>

где а2= р/(Х4-2р.), Ь2 = р/р..
Ищем решения в виде разложения по шаровым векторам (3):

і=і
Iи। 1

ОО

«2 = V { & (Л t) + fH (Г, t) N^1 + f^1 (r, t) Y^ },
I = 1

(6)

и в виде таких же разложений представим векторы, заданные на 
границе:

ОО

«° = а°1т (0 №1т 4- atm1 (t) Nin1 + аГт (t) NT», 

I m I
■co

F= (0 №lm -f rfn1 (t) Nin14- FTni (0 Yta1^

(7)

(8)
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Поттставляя значения векторов (6) в уравнения (5), а также 
в граничные условия (2) и (3), приходим к задаче интегрирования 
уравнений для радиальных функций:

92ф^ г 1 9Ф^ _ +А±± Ф/т = , (9)
аг2 г дг Г'- dt2

37^ , 2_ <10>
дг- 'г дг »‘г
0=i , 2 Л и±2Н<±1+Д , (И)

где у-ц-х, при следующих граничных условиях-
$m(R, ^m(R, + (12)

в случае заданных на поверхности смещениях и условиях:

(13)

если на поверхности заданы напряжения.
Радиальные функции Фм? и Ф/т , так же как и функции 1 

Г1 в силу условий (4), не являются независимыми, а связаны ДРУ Г 
с лоугом дифференциальными соотношениями (5) и (7) нашей за
метки (3). Наличие этих соотношений позволяет рассматривать ур - 
иония (9) и (10) лишь при одном значении v (например v — 1), т
как второе уравнение оказывается следствием первого и указанных 

Д°П2 Определим все типы гармонических колебаний шара с поверх
ностью , свободной от напряжений. Представляя смещение в виде

u (г> 0> ф, t) = U (г, б, ?) е± ы
и подставляя его выражение в (1), приходим к задаче на собствен
ные значения для уравнения (Х-Ьр-) grad div un + p-AU» + Pvn n 
ппи гоаничных условиях (3), правая часть которых равна нулю 
Собственные векторы и„ такой задачи образуют в области шара 

’“Ж шаровых векторов нужно под-
„„„ и ^пякиения (9) (10) и (11) выражения радиальных функ- 
пий с выделенной гармонической зависимостью от времени, найти 
решения Получающихся при этом уравнений, конечные в начале 
координат и удовлетворяющие дополнительным условиям (а) и (7) 
5з Р) и затем подставить эти решения в граничные условия (13), 
ппавые части“которых равны нулю. При этом оказывается, что гра
ничные условия удовлетворяются одним лишь (1т)-м членом разло
жений (6). Отбрасывая множитель е±ы при радиальных функциях. 
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а также значки I и т, нетрудно видеть, что радиальные функции 
представляются следующими формулами:
при ^=0: = —fo = Фо — 0; Фо ~ Co^i (куг)', (14)
при и любом = ОдФг-і^г); Ф“1 = с'Р/_1(^1г); (15)

^^(V); f+1 = lbvfi+1(k2r'); Ф’1 = — сФг +1 (kf),
где ^ == v УрМ + 2 р.), &2 =v Кр/р. а Ф—функция, определяющаяся 
равенством _

ч; (ж) = 1/х~ (ж) . (16)

Подстановка радиальных функций (14) и (15) в граничные усло
вия показывает, что существуют три типа колебаний, частоты ко
торых определяются из известных уравнений 0, а собственные век
торы представляются следующими формулами:

1. Радиальные колебания
«и = Л(^)Гг (17)

2. Колебания первого класса (по терминологии Lamb’a)
' (18)

3. Колебания второго класса

«... {[4т +
ТI ' (УО~Ьс'і'іу.™ )>.

где А и Gt имеют следующие значения:
At = k? Тг_! (Й^Я) - (X 4- 2р.) Тг (k^R) |,

Gl = и (I +1) WR) - ! (kJR) |,

а к11, кР и кч (при * = 1 и 2) —значения величин kv kt, когда в их 
выражения подставлены соответствующие частоты колебаний.

Собственные векторы (17), (18) и (19) образуют полную систему.
3. Совершенно так же может быть рассмотрена задача на соб

ственные колебания закрепленной сферы. Так же устанавливаются три 
типа колебаний, собственные векторы которых лишь немного отли
чаются от предыдущих в случае колебаний второго класса.

Частоты же колебаний определяются из следующих уравнений:
1. Радиальные колебания J ^(k^R) — 0. (20)

"2
2. Колебания первого класса J (k/R) = 0. (21)

z+t
3. Колебания второго класса:

H + 1)J (k^J л (k^R)+lJ 3^R)J ^(^ = 0. (22) 
Z+T Z~T z+ Т 1 2

Все заключения о полноте решений остаются в силе.
Заметим, что методом шаровых векторов без труда решаются 

задачи на собственные колебания шарового слоя о <&^r^R при 
граничных условиях обоих типов.

4. Рассмотрим решение уравнения (1) в случае шара r^R при 
нулевых начальных данных и граничных условиях (2) или (3). При 
этом будем предполагать, что заданные на сфере векторы подчи
нены следующим требованиям: и0 (9, <р, t) непрерывно относительно t 
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к обращается в нуль при /=0; F (0, ?, t) кусочно-непрерывно отно- 

СИТкТкН<Ж пункта 1, решение такой задачи методом шаро- 
™^вектопов очень близко к решению задачи, рассмотренной в (). 
Чтобы воспользоваться полученными там результатами, нужно лишь 

vawobha (5) и (7) из (3), связывающие радиальные функции и d друге ДРУГОМ. Нетрудно проверить, 

что при учете этих условий радиальные функции задачи могут 
быть представлены в следующем виде.
прИ*=°, ,_1 фЛ2±^<*;

“ Г J OF
t—aR—ar

t—bR+br1 С ч „ / т 4- ЬВ —1 \ , 
при 1^1 и любом т — | )dX'

t-bR—br
t— aR + ar

ф+* = — (ф (t) P; + i f + fr-

t — aR — ar 
t—JR + br

1^'-
Fl V /

t — bR — br 

(23>

t — aR + ar
ф-г1=і (ф(т)Р/-і 

r J
t — aR —ar

T^-aR-t 
ar

}^-ьс + Ьг / ^bR-t\,f-^-^ y^p^^—-—y^
t — bR -{br

гле значки l и m для краткости опущены. __
Эти радиальные функции соответствуют представлению вектора 

смешения и в классе решений уравнения (1) с возможными правиль- 
ныш сильными разрывами (-). Полученное решение задачи удовле- 
твопяет условиям теоремы единственности.

Если Функции отЧ входящие в (23), обращаются в нуль при ,<0 то *аУч™иые данные будут выполнены. Чтобы удовлетворить 
граничным условиям (2), нужно решить следующие интегральные 
уравнения Вольтерра 2-го рода:

' при z=o Фо(04-Фо^-0-^^ Фо^й^Яа+чО;

t-ta
при 1^1 и любом т:

? (О — о* т (^ - и - J ? W ъв y^^R^ (0.

Ф (/)_]_(__ і)’Ф(г — + 1)7^ —4)] —

^ + aR—L\dx 
aR--U фмр;+1 

J
t—ta

t ■c-if-bR-t 
bR

Ra+l (0>
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r 4* aR — t 
aR

ф(0+(-п(ф^-^)-(?+1) [m+(- о? (t-ад- 
t

_±[ Ф(т)р;
aR j 

t—ta
t

, i 4- 1 f , — bR — t \7 J bR = Ra~l (t),
t-tb

где штрих означает дифференцирование по аргументу функции., 
В случае граничных условий (3) имеем подобные же уравнения,,, 
с несколько более сложными ядрами и с правыми частями, содер
жащими функции

Первые два уравнения ничем не отличаются от рассмотренных 
в (*). Система же двух последних уравнений более сложна из-за 
необходимости учета двух постоянных ta = 2aR и tb = 2 b R в методе 
последовательных шагов. Если t<^ta, то эта система приводится 
к следующему каноническому виду:

t
ф w _ _L с ф (Т)

ЛЙ J
о

т + aR — t -г 4~ ай — t \ , р / т 4- ай — f 
aR ) 11 aR

КНР Ь w p / т4-Ьй-< \ = R
bR } V l\ bR J 214-1

0

t + aR — t 
aR

t

о

z^bR—t z^bR- t \ __ ^a^^ — a 1 (t)
bR \ bR j 214-1

и решается обычными методами. При t>ta, введя соответствующие' 
обозначения, левую часть можно оставить без изменения, в пра
вые же части добавятся члены, содержащие значения функций Ф(0 
и /40 в предшествующие моменты времени, характеризующие отра
жения упругих волн от поверхности шара. То же имеет место и 
в случае граничных условий (3).

Ленинградская военно-воздушная Академия 
Красной Армии

Поступило 
8III1944
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