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НОРМИРУЕМОСТЬ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ КОЛЕЦ 
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 29 VI1944)

§ 1. И. Шафаревич дал критерий нормируемости топологического 
поля К (1). При этом под нормой элемента хСК автор понимает 
■функцию || х || , удовлетворяющую следующим условиям:

' а) || х || > 0 при х #= 0 и || 9 || = 0.
б) II Х-у II = || X II ■ II 7/11 .
в) II ^ + У II < II « II + II У II •
г) Множества { || х || < г, s>o[- образуют полную систему окрест

ностей 0.
Мы будем под нормой в топологическом кольце К * понимать 

функцию || х || , удовлетворяющую условиям а), в), г), а вместо усло
вия б) потребуем следующее:

б') II ж -у\\ <|| х II • ИП-
Ограниченным мы будем называть множество WCK, которое 

удовлетворяет условию: для каждой окрестности U нуля можно 
указать окрестность V нуля так, чтобы WFC U.

Под R мы будем понимать совокупность всех тех элементов 
хСК, для которых lim жп = 0.

Л -> ОО
Наконец, множество W СК будем называть выпуклым, если для 

каждых двух элементов х, у С W найдется элемент zCW такой, что 
2z = х-\-у, и всякий такой элемент zCK принадлежит W.

Используя метод И. Шафаревича, докажем следующее:
Теорема 1. Если множество R открыто, ограничено, выпуклой 

содержит элемент р, имеющий обратный, то топологическое кольцо 
К нормируемо.

Доказательство. Пусть pCR и имеет обратный в К.
Легко доказать, что при таком элементе р совокупность окрест

ностей полная.
ОО

Докажем теперь, что теоретико-множественная сумма р~п ■ R 
л= 1 

совпадает с К. Действительно, для всякого хСК найдется п, при 
котором рп-х CR, а значит xCp~n-R. Заметив, что множества рп-В, 
п = 0, ±1, +2,... охватывают друг друга, убывая в порядке роста

* Под топологическим кольцом я понимаю совокупность элементов К, удовле
творяющую следующим условиям: а) К — алгебраическое, коммутативное кольцо 
с единицей. 3) К — топологическое пространство, р) Множества x-\-U образуют 
полную систему окрестностей х, если О пробегает полную систему окрестностей 0. 
5) Если х £ К и U—окрестность 0, то можно указать окрестность 0 и так, чтобы 
x-v QU. г).Если pQK имеет обратный и U — окрестность 0, то p-U — окрестность 0.
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номера, мы заключаем о возможности введения понятия индекса 
элемента х(:К.

Функцию п(х), равную наибольшему п, при котором x^pnR, 
назовем индексом элемента х; очевидно, —°°<п(ж)< + 00•

Из выпуклости R следует неравенство:
И МІП [«(£); п(у)]. (1)

Так как R R C_R, то 
п (х-у) > п (ж) 4- п(у). (2)

Опираясь на то обстоятельство, что если степень элемента при
надлежит R, то и сам элемент принадлежит R, используя неравен
ство (2), получаем:

(«+1) к^п(х^), (3)
где п = п(х) и к = 1, 2, 3, ...

Из неравенств (2) и (3) следует:
1>ай(ж)—п(х)^О, к— 1, 2, 3, . . ., (4)

где обозначено ак(ж) — п(хк)/к, к — 1, 2, 3,. . .
Из неравенства (4) следует существование предела последова

тельности Обозначим lim ak (х) = а(х). Функция paW при

0<р<1 удовлетворяет а), б'), г), а также следующему условию: 

в') р \ /<[p“W4-p«O')].p-i.
Неравенство в') следует из неравенств (1) и (4). Исходя из 

0<а(®) — п(х)<1, (5)
нетрудно проверить условие г). Условия а) и б') очевидны.

Условие в) для функции p“W не выполняется, но, опираясь на в'), 
можно легко проверить:

р« +у) < рс [р« со р« (ун 
где с = а(2)'—1.

Функция ]| х |] = р/W, где Р1=р ——, а. = sup ■ уТ, удов-
1 аР р * ' 4- р 'У'

летворяет всем условиям а), б'), в), г) нормы в топологическом 
кольце. Этим теорема доказана.

Исходя из условия г) для paW и неравенства (5), получаем:
Теорема 2. Функция имеет тот же рост (относительно х), 

что и любая норма, определяющая топологию колыша.
Замечание. Элемент р в определении п(х) может быть заме^ 

нен линейным оператором Р в К, имеющим обратный и удовлетворя
ющим условию:

11m Рпх = 0 для всех х € К. 
п -> со

Приведем два примера приложения приведенных теорем.
1. Топологию кольца считаем определенной нормой, заданной 

функцией Мах |®(3/)1, где Жо есть такое замкнутое подмножество 
М

множества Ж всех максимальных идеалов полного нормированного 
кольца К (2), для которого х(М) — О для всех М€Ж0 влечет ж = 0.

2. Кольцо целых функций с обычным умножением и топологией, 
заданной системой окрестностей нуля {М (г; где М(г-, f) = 
= Мах | f (2) |. Здесь каждому г соответствует своя топология.

!■№£ г
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§ 2. Сохраняя предыдущие обозначения, будем считать, что 
в К. имеет место аксиома: если U— окрестность 9, то можно указать 
окрестность 9 — V так, чтобы V + V С U. Как метрическое простран
ство К, вообще говоря, неполно. Как обычно, К возможно допол
нить, вводя в рассмотрение пространство классов К фундаменталь
ных последовательностей. Если последовательность хт—представитель 
класса- х то мы определяем || х || равенством: Цат || = lim || хт ||.

т -> оо
Нетрудно ’проверить, что после естественного введения понятий 

«сумма» и «произведение» классов*  К оказывается нормированным, 
полным кольцом, плотным подкольцом которого является К.

В частности, интересен случай, когда К содержит поле комплекс
ных (или действительных) чисел; при этом К является нормирован
ным кольцом в смысле И. М. Гельфанда (2).

Нетрудно заметить, что при той норме в К, которую мы ввели 
в § 1, будет выполняться: || жт || = || х ||т, т — 1, 2, 3,.. .

Отсюда вытекает, что
Мах | х (М) I = || х || , 
я € ЭД

где ЭД — множество максимальных идеалов в К (если К является 
кольцом Гельфанда)^

Таким образом, К может рассматриваться как полное кольцо» 
функций, непрерывных на бикомпакте ЭД.

С другой стороны, если ЭД — бикомпакт, а К — плотное подкольцо- 
полного кольца непрерывных функций на ЭД, то множество 
{ Max (х(М) |<1, есть множество R в К, если К рассматри- 

М б эд
вать как топологическое кольцо с топологией, даваемой окрестно
стями 0/ Мах |ж(М) |<гГ В результате получается:

М6ЭД
Теорема 3. Класс L топологических колец К, содержащих поле 

рациональных комплексных (или действительных) чисел и в кото
рых множества R (элементы которых удовлетворяют условию 
lim хт — 0) открыты, выпуклы и ограничены, совпадает с классом 

т-^оо 
плотных подколец полных, линейных колец функций, непрерыв
ных на некотором бикомпакте ЭД, если окрестности 0 в имеют 
вид: ) Мах |ж(М)О, х^КА.

'if С-ЭД 1
§ 3. Обозначим через В совокупность всех элементов топологиче

ского кольца К, удовлетворяющих условию e^xR (см. (Ц).
Имеет место теорема:
Теорема 4. Если К содержит множество комплексных (или 

действительных) чисел, R ограничено, a R открыто и выпукло, то К. 
есть поле комплексных (или действительных) чисел. -

Поступило 
29 VI1944
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* Если фундаментальные последовательности {ж™} и {//т} являются пред
ставителями классов х и у, то {хт 4- ут и {хт-ут) оказываются фундамен
тальным!^ последовательностями, и мы их принимаем в качестве представителей 
классов хЦ-у и ж,- у.


