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1. Пусть 
ОО 

^H = .J f^e^dy. (1)
— ОО

Тогда, как известно, при некоторых условиях, наложенных на 
ОО \

функцию f (ж) (п. 2), является инвариантом относительно
п = — ОО

трансформации (1), т. е. 
СО ОО

V f(n) — F (п). (2)
п = — СО « = ~ ОО

Цель заметки — дать подобного рода формулу (4) для трансфор
мации Гцнкеля

ОО

Ф(х) = 2к ^ <f(y)yjp(2nxy)dy (3}
о

при целых и полуцелых р >> 1 и указать некоторые следствия из неё.
2. Теорема. Пусть удовлетворяет следующим условиям:
a) ограничена, интегрируема в (0, °°) и непрерывна при

значениях t, представимых положительно определенной формой 
k

А (х, х) = V1 а^чхр к — 2р -|-2, р> — 1 с заданными целочисленными 

коэффициентами аі}) хг—целые:
(_2-й-і_вЛ

Ъ) при {t) —O\t ' Z г>0;

с) при п-^оо ф(п) = 2п I Ц) tJр (2imt) dt — О\п /, ■»] > 0.
О 

k

Обозначим через В (х, х) форму А^хр^, где Ai} ID (А) — эле- 
i,J=1

мент матрицы А~ *, обратной матрице А = || ai} ||, И (А)— опреде
литель матрицы А, и через г а (п) — число целочисленных решений к
уравнения X — п-
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Тогда имеет место равенство*
™ ^ЛУп} 1 ф(1ЛоЩр)

(Vn)P VD(A)^0 (ynlD^Y
(4)

представляющее краткую запись следующего равенства

1

г 9(1Л0 , Vlim ——-----к 7
* + ° (УнУ

о (У п) __

Сл/ТЛР
п = 1

_27W_ 
Гф+Э

ф (у/м / D (А) ) 

^n/D(A))p (4')

оба ряда — абсолютно сходящиеся.
Доказательство. Исходим из ^обобщенной формулы сумми 

рования Пуассона
..........nh}= Y^F(nv 

п..................................п
nk\ (5)

где

F(wP .... nh)=i. .. {f(xv
J — OO

, xh) e2™ ("•x) dx!.. .dxk**,  /«>1. (6)

Для ее справедливости достаточно выполнения следующих усло
вий (Bochner (2)):

а) /(х^..., хк) ограничена, интегрируема в — о°<яг<о° П = 
— 1, 2,..., к) и непрерывна при целочисленных значениях х1г..., xk-,

Р) ряд y^fyyni,..., равномерно сходится в — 72<

<хі<1/2 (г = 1, 2,..., к)-,
у) ₽ЯД F ‘ ‘ СХ0ДИТСЯф

При условиях а) и Д ряд Фурье для функции 

ф(Жр<.., хк} = + ...,хкупк)
п 

Vs
ф (жх... , х^ = У1, е~2тЛ Л) С .. . f Ф (У1, ■ • •, Уъ) е2м (т'у} ^Уі • • • =

т J J
— Vs

Цу,-.. , yk)e^i<m’^dy1...dylt

суммируем к ней способом С 1 (в точках непрерывности ф).
Отсюда при xt = ... — xk = 0 в силу у) и следует (5). Это дока

зательство формулы (5) обнаруживает, что условие 7) может быть

* Частный случай (4) —при р = 0, ау = 8гу- и функции ?, равной нулю вне 
конечного интервала — см. Landau(?). Формула суммирования Пуас
сона для cos-трансформации Фурье содержится в (4) при fc = l и Яц= 1.

** (п, х) = ntxt-y.. .-У n^Xk, знак обозначает суммирование по всем це-
п

ЛЫМ ІІІ, ., пк от — ОО ДО -|- ОО.
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опущено, если ряд nh} в (5) суммировать спосо

бом С 1 *.
С целью доказать (4), положим в (5)

/(Ж!,..., == ?! (г), (7)

где г=’|/ at^t. Легко видеть, что интеграл в правой ча-

■сти (6) в этом случае может быть сведен к однократному. В самом 
деле, вводя вместо ж переменные у линейным преобразованием 
x = Ly, приводящим Л (ж, ж) к сумме квадратов, имеем

F ............... = С “ С С/(у, у)) е™ D (L) dy,... dyh.
J— co J

Ho (n, Ly) = (N, у), где N = L'n, и (V, N^^A-1 n, n), так как 
L'AL^E.

Вводя теперь вместо yv ..., уь полярные координаты г, 6t,..., 6А_і, 
имеем

j “ С f (жР .... жй) е2™ йжр.... dxk =

ОО f -
—----- ------  Г<р1(г)гА~1 f ... Се2™l(N' у) da>h

VD(A) J J J
' о s“ft

dr.

Внутренний интеграл берется по ^ — поверхности /«-мерной еди
ничной сферы и может быть непосредственно вычислен, ибо, в силу 
■его инвариантности относительно ортогонального преобразования, 
он сводится к

и

е2™ I A71r cos 9ft -1 sin k -2 0ft_i(/9ft_i, INI = Ў(А~1 n, n).

а следовательно, мы получаем

С “ С f(xt,..., xk) еы х) dxr... dxk =
J— oo J

9 -4- (ft -2) °°
= —|N|- 2 (r^Jk_^\^\r)fdr)dr.

Vd и) J —
0

(8)

Таким образом мы обнаруживаем, что при условии (7) F(nv..., nh) 
есть функция от 12V|, — 1 - Фд (| N|) и что Ф(|ДП) есть трансфор- 

Vd^a)
мация (3) Ганкеля функции ?(/), где

<Р (I) = tp<^ (t), Ф (/) = ^0! (/). ‘ (9)

* При существовании /’(и1 — 0,.. ,• — 0) и /(«i + 0,Ий + 0) в условии
А вместо непрерывности можно ограничиться кусочной непрерывностью, если 
f (Пг,.... Пк) в левой части (5) заменить полусуммой 42[f (7ц — 0„ ..., — 0) -f-
+ /' («1 + 0,..,, nk +0)].

389



Учитывая, что ряд ^^(Ап, п)~^ сходится при 2р. > к, ибо 

(Ап, п)^\(п, п), где \>0— наименьшее собственное значение 
матрицы А, мы легко обнаруживаем, что условия а), й и к), в силу 
предположений а) и Ь) о функции ю, соблюдены, и, таким образом, 
равенство (5) дает

(Ю)

В силу (9) и Ь) ряд в левой части сходится абсолютно и, сле- 

довательно, может быть записан в форме > ; гА (п) (lim ту
(V ну л->со 1 

существует по условию а)), тогда как, в силу с), ряд в правой 
части также абсолютно сходится и равен' 

ч. и т. д.
“ ?(/«)

Следствие. При а{] = ьи выражение ( /—урА где 
п — О

rk(n) — число целочисленных решений уравнений ®t2 + • • • A-xk2=n**, 
является инвариантом относительно трансформации (3) Ганкеля.

Замечание. Условия теоремы могут быть ослаблены, если 
ряды в (4) суммировать по способу Чезаро (или, что при соответ
ствующем доказательстве технически удобнее, по эквивалентному 
ему способу Рисса) достаточно высокого порядка.

3. Формула (4) при спецификации в ней функции щ(ж) является 
источником любопытных тождеств. Так, например, полагая в ней 
<о(ж)==е-аЛ7р(Ьж), а>0, мы находим обобщение классического 6-со
отношения (получающегося при р =— х/2 и «п = 1).

Положим у(х) = хР’ “ и пусть <о не допускает целочис-
0, ж>у «>

* Ряд в правой части (5), а следовательно, и (10), при соблюдении условий а) 
и 3) суммируем способом С 1 к обобщенной сумме, равной левой части (5) и соот
ветственно (10). При этом необходимо иметь в виду, что, хотя при &> 1 из сходи
мости fc-кратного ряда не вытекает его суммируемость по способу 01 (например, 
если итп = 0, п > 2, ит1 = 1, ит = — 1, то smn —О, я> 1, sml = т, т. е. lim smn = О,

Ш, п ОО

1 П’? Г 1 \
1 v1 т 1 7 Атогда как ^тп = — " , $ij = не имеет предела при т и п стремящихся к оо I 

ИШ ляпм 211---------------------------------------------J ’
однако, если существуют оба предела limsm„ и то они равны между со
бою (ср., например, L6sch(3)).

(
СОІ , *

І =1 +■
п = — ОО'

ОО

+ ‘•‘kW х"> это выражение для г^(п) имеет смысл при любом 7с.
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k

ленных решений уравнения = <о. Тогда, в силу (10) (уело-
c. j =1

вия а) и Р), очевидно, соблюдены), находим

формулу для У^га^п) — числа точек с целочисленными коорди-
О^П < и)

п

налами внутри гиперэллипсоида ууа^х^т (штрих над суммой
«.7 = 1

означает, что суммирование производится по всем целым значе
ниям пх,пк кроме —... = = 0; выделяемое при этом сла
гаемое является объемом упомянутого гиперэллипсоида). Ряд в пра
вой части, в силу пункта 2, суммируем способом 01 *.

В силу подстрочного примечания на стр. 389, формула (11) оста
ется справедливой и при любом если левую ее часть записать 
в форме г а (п) — У, г а (со).

О gj П о>
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* Результат о С 1-суммируемости ряда в правой части формулы (11) существе
нен главным образом при к >2, ибо, как показывает подробный анализ, имеет

если ряд в правой части при fc^3 суммировать способом п, $ + гу’ 

при же, pajjjJOM 2 он сходится (см., например, (4) для ац = Ьу).


