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МАТЕМАТИКА

Э. С. ЦИТЛАНАДЗЕ

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ УСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА И 
ВАРИАЦИОННОЙ ТЕОРИИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 13 X 1946)

Ряд проблем о собственных значениях некоторых нелинейных 
операторов связан с экстремальными задачами функционалов, в част- 

- ности с аналогом „принципа критической точки11 для условного экст- 
' ремума (\ 2). Пользуясь вариационными методами и особым тополо- 
’ гическим аппаратом, московская математическая школа установила 

ряд теорем для нелинейных операторов достаточно широкого 
класса.
, В работе (3) исследуется решение одной задачи для операторов 
вариационного типа, для чего обобщается „принцип критической 
точки11, доказанный для конечномерных многообразий Л. А. Люстер- 
ником и Л. Г. Шнирельманом (4), на случай условного экстремума в 

^гильбертовом пространстве.
В настоящей статье дополняются результаты работы (3): мы обоб­

щаем „условный принцип критической точки11 на случай банаховского 
пространства (5) (5), с одной стороны, а с другой стороны, — приводим 
некоторые новые теоремы о нелинейных операторах, порожденных 
дифференциалом Фреше слабо непрерывного функционала в прост­
ранстве Гильберта, связанные с теорией собственных значений.

1. Пусть в пространстве типа (5) дано многообразие

<Р;(&) = 0 (г = 1,2,..., п), (1)

где b с: (В) и ?г(&) — функционалы, имеющие дифференциалы в смысле 
Фреше первого и второго порядка d<pt(b;h) и d2<?t(b;h) в каждой 
точке N, т. е. существуют, соответственно, главные линейные и 
квадратичные относительно h части приращений фг(& + А)-—?г(&) и

+ — ?г(Ь)— d^b^h). Предполагаем, что ни одно из уравнений 
(1) не есть следствие остальных.

Пусть /—функционал, определенный на и в некоторой окрест­
ности многообразия N, имеющий дифференциал в смысле Фреше 
также первого и второго порядка.

Назовем совокупность Nb векторов h, удовлетворяющих системе

d^^b^h.)—Q (/= 1,2,..., п)

касательным многообразием к в точке Ь. Точку Ьо с N назовем 
критической точкой функционала / на И, если для всех h из Nb

dfib^h) = 0.
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Значение f в критической точке будем называть критическим 
значением.

Пусть [7И] — некоторый топологический класс на М, с = inf шах/, 
[-М] м

где М с [/И], — минимальное множество (3). Обозначим через
А = Л10 X (/ = с), где (/ = е) — множество точек поверхности уровня.

Теорема 1. Компактное пересечение A=M0"K(f = c) содер­
жит по крайней мере одну критическую точку.

Доказательство. Допустим противное: <//(&;А)#=0 для всех 
b с А. Рассмотрим конечную последовательность п + 1 векторов 
h^, h2,..., hn, h в точке b, удовлетворяющих условиям:

/1, если i = j, 
d^Ab-hj) = ]

t.0, если if=j, 
и

(&;/?) = О ' (г = 1,2, ...,п).

Система (1) относительно векторов hx, h2,..., hn, h определяет 
кривую lb в пространстве Nn + }, высекаемую из N. Совокупность 
точек Ь' с А, для которых р(й/')<е, назовем s - окрестностью 
точки Ь.

Пусть df (b;h)<fO. В точке b существует касательный вектор zh 
к кривой /,, длины s (||/ф = 1), по которой функционал / убывает. 
Следовательно, он убывает также во всех точках кривой 1Ь, доста­
точно близких к Ь. Существует некоторая е-окрестность точки b 
такая, что в каждой точке Ь' этой окрестности существует кривая If, 
вдоль которой функционал / убывает. Внутри г-окрестности точки b 
построим сферу S(b-,K) радиуса «<г/2.

Введем локальную непрерывную деформацию Db точек множества 
<Х S(b;a) следующим образом: 1) точку b сдвинем по кривой 1Ь 
на расстояние q < а в сторону меньших значений /; 2) каждую точку 
b' С [S(b;a)— b] X Мо сдвинем по соответствующей кривой на ргс-

, а — р (Ь; Ь') гстояние q =--------—- q в сторону меньших значении j .
а

Для каждой точки b с А можно построить соответствующую 
деформацию Db. Множество А можно покрыть конечным числом 
сфер £(Д; аг) (г = 1,2,..., г), которым отвечают деформации Dbi 
(г=1,2,..., г).

Пусть
D = П Db. .

г

Деформация D переводит множество 2ИЙ в множество а [7И], 
на котором f<c. Это противоречит определению с. Теорема 
доказана.

2. Рассмотрим обыкновенное гильбертово пространство Н. Через 
обозначим нулевой элемент. Назовем единичной сферой Sj сово­

купность асИ, для которой ||«||<Д. Множество элементов а с 
для которых || «|| = 1, составляет поверхность 5Х.

Пусть /—функционал, определенный в Н и имеющий в каждой 
точке (ic.II дифференциал в смысле Фреше df(a-,hf В гильбертовом 
пространстве df {а-, К) имеет вид

df {а-, К) = (La, h),

и соответствие а-+La для любого асе Si определяет оператор La 
с областью значений в Н. Оператор La, порожденный дифференциа­
лом Фреше, будем называть симметрическим. Функционал f предпо-
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лагаем слабо непрерывным (6). Очевидно, каждый вектор а с Н с 
компонентами (аь ..., ап, ап + і, ...) можно представить в виде:

где
Ап («) = («1, • • -, ап, 0, 0,...),
(«) = (0, • • •, о, ап +1, ап х2,...).

Лемма 1. Для всякого s > 0 существует такое целое N — N (е), 
что для и всех ап с (п = 1,2,...) имеет место нера­
венство

\f<An Ы)—/(«л)1<е.

Теорема 2. Оператор La, порожденный дифференциалом Фре­
ше слабо непрерывного функционала f с ограниченным остатком., 
именно f (а 4- А) / (й) = df (а; А) + ы (а; А), где | ы (a; h)\^k ||А||2, есть 
вполне непрерывный (имеет место и обратная теорема}.

Доказательство. Достаточно доказать, что для произвольного' 
положительного г существует такое целое N (е), зависящее только- 
от г, но не от вектора La, что

||/?„Za||<s
для всех n^N(e}.

Очевидно,

/(« + Р RnLa} —f (а} = р. (La, RnLa) Д ю (а; р.R^a), (2)

где р — пока произвольное число и

\\<*(a^RnLa)\\<W\\RnLa\\\
А— некоторая константа. В силу очевидных равенств

(La, RnLa} = || RnLa ||2, An (a + p RnLa) = Ana
из (2) получаем

P \\RnLa ^f(a + p RnLa) -f(An (a + p RnLa)) + f(Ana) —f(a)— 

— <o(«;p RnLa).

В силу леммы 1 отсюда легко вытекает

(p-p2A)||/?„W<-J;

полагая р — 1/2 А, окончательно имеем

\\RnLa\\<z.

В дальнейшем предполагаем, что La = лишь для а = Оя. а на­
зывается собственным элементом оператора L, если Za = Х а (X — ска­
ляр).

Лемма 2. Для всякого произвольно малого е>0 существует 
элемент а с такой, что

|| La — (La, а) а || < е .

Теорема 3. Вполне непрерывный оператор L, порожденный 
дифференциалом Фреше слабо непрерывного функционала ф, имеет 
2*
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собственный, элемент a:La = La, где L~(La, а) и если Х^О, то а 
лежит на поверхности сферы, Sr.

Доказательство. Существование собственного элемента легко 
вытекает из леммы 2.

Покажем, что норма собственного элемента равна 1.
В силу леммы 2 и вполне непрерывности L, если последова­

тельность -j at I принадлежит поверхности Slt последовательность 
^Lat— (Lat, at) сильно сходится к Од:

Пусть (LaIt яг) = ^Ч-8(, где 11ш8, = 0.
І -» ОО

Имеем
Lat — X at — 8; at >- 6Я.

Так как
lim || 8г at [| = 0,
i-> ОО

поэтому La: а .

В силу компактности множества ( 1
1 м

оно сильно сходится к не­

которому элементу а-. а — ап. >- Од, следовательно,

II || >- || а || = 1.

3. Теорема b содержит в себе как частный случай теорему 
Лихтенштейна (7) о существовании по крайней мере для одного зна­
чения К тождественно не исчезающего решения нелинейного интег­
рального уравнения

1 ... 00

X? (s) = 2 J • • • .f Кп «V • • - » Sn) ? 01) • • • ? On) • • • dsn> 
п О О

где Кп (s, Д,..., s„) (w = 1,2,...) — действительные, непрерывные в 
интервале (О, it), определенные для всех значений аргументов, сим­
метрические функции, для которых ряд

1? . 00
І п\-( г* тс * V/*2 (Г max f ... f К2п (s, sv ..., s„) dSl... dsn )

Il \ 0 ft /

сходится.
Поступило
13 X 1946
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