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Обозначаем всегда в дальнейшем через миг или Р и О действи­
тельные функции действительных переменных ж, у и z, однозначные 
И непрерывные в некоторой области D (открытом ’ и связном множе­
стве точек пространства), так же как и их частные производные 
до рторого порядка включительно. Мы будем писать

«4-W~a Ц)

-если в каждой точке области D имеем

Vu — ^vX~a, — яХ \и

и yuX\iv отлично от нуля; а —вектор (функция точки (ж, у, г))

Очевидно, что функции uA-w соответствует такой вектор а при 
следующем необходимом и достаточном условии: в каждой точке 
■области D имеем:

V«-Vv = 0, \ (V«)2 = (yv)2 #= 0. (2)
Это свойство (2) равносильно следующему свойству функции 

u + w: для всякой точки М области D существуют для всякого 
лу ча I, выходящего из М, такие лучи X и t, выходящие из М что 
1) tMl, a±Z, 2) du/dl = dvldt, dUld\ = dvldl\ этой точке Ми va 
отличен от нуля в области D.

Заметим, что функции и и v, обладающие свойством (2) могут 
быть как гармоническими, так и не гармоническими в области D. 
Например, й = ўх2А~У2, v = z или и = ж2 + у2— z2, v = 2г1/ж24-^ 
л т. д. Автор доказал следующие теоремы:

Теорема 1. Из соотношения (Z) следует

t (и 4~ ЙО ~ а, f (и — in) ~ — а

для всякой аналитической функции f (и Arity, голоморфной и име­
ющей отличную от нуля производную для значений uA-iv прини­
маемых этой функцией в области D.

Теорема 2. Из соотношений

uA-iv-'a ^РАг^~~а '

следует, что существует такая окрестность В всякой точки обла­
сти D, в которой Р Ц- iQ есть аналитическая функиия от и A- w 
голоморфная и имеющая производную, отличную от нуля для 
значении иА~ги в области В.
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области D.

Теорема 
точке области

3. Пусть
D:
dv dv

u-[-w~w(x, у, z), т. е. имеем

dv dv dv dv

ди_
дх

ди _ 
дх

ду dz

д? Э<р 
ду dz 
д? Э» 
ду dz

ди ди 
ду dz

ди _ dz Эл Qu _ дх ду

ду Оу д'? Эг д<? д?
dz дх дх ду
д'? д'? д'? д?

dv _ dz дх dv _ Эл ду

ди ди dz ди ди

dz дх дх ду

и Vu отличен от нуля в

в каждой

Все функции и, v, <р, удовлетворяющие 
уравнениям, имеют следующий вид', или

этим дифференциальным

^ = r = }/ (x~<tf + (y-~$2 + (z---tf

где а, £ и 7 — произвольные действительные постоянные, или ф — 
линейная функция от х, у, z. Функция и + iv — гармоническая и, 
кроме того, u-\-w = f(t), где ffy— произвольная аналитическая 

функция и где или С = (в случае у — г) или Z — ах +

-\-by-\-cz, где а, Ь, с — произвольные комплексные постоянные при 
условии а2 Ь2 + с2 = 0 (функция у — линейная от х, у и z).

Теорема 4. Функции и (х, у, г), v (х, у, z) и го (х, у, z), гармо­
нические в некоторой области и удовлетворяющие в этой области 
уравнениям ^u-^v — O, W-^w — Q, v«-W = O, (Vw)2^^)2^^)2, 
.являются линейными функциями от х, у и z.
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