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СТАБИЛИЗАЦИЯ КУРСА НЕЙТРАЛЬНОГО САМОЛЕТА 
АВТОПИЛОТОМ С ПОСТОЯННОЙ СКОРОСТЬЮ СЕРВОМОТОРА 

И ЗОНОЙ НЕЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ
(Представлено академиком Л. И. Мандельштамом 31 7 1914)

В предыдущей работе С) мы рассмотрели теорию стабилизации 
курса нейтрального (т. е. без флюгерного момента) самолета автопи­
лотом с постоянной скоростью сервомотора руля направления и при 
отсутствии зоны нечувствительности. Цель настоящей работы — 
найти условия возникновения и количественные характеристики 
автоколебаний, порождаемых в той же системе наличием симмет­
ричной зоны нечувствительности автоматического устройства*.

1. Обозначая ширину зоны нечувствительности через 2ф0(ф0>0> 
и пользуясь обозначениями предыдущей работы, можно написать 
уравнения движения исследуемой системы в виде:

причем
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Совершая замены, указанные в предыдущей работе, и предпола­
гая попрежнему А = М$>0, В — приведем систему (1).
к виду

dz[dt' = — z-\-f (и,з,ьу, du[df = f (и, z, d^/dt' — g (и, z, ф). 
f= — 1; g = и А- (А — 1)г — В, если ф>ф0;
/=1; + M—1)2+ В, если Ф< — ф0;
/ = 0; д = 0, если 1 ф I <ФО;
~BfEuA-(A—})z; д = 0, если ф = ф0; 0<« + (4— 

— 1) z < В и если ф = 
= — Фо>—5О+(4—1)2<0.

(2>

* Рассмотрение близких задач содержится в работах В. А. Котельникова (2)„ Н. В. Вутенина (3), Б. В. Булгакова (П. Теория точечных преобразований поверх­ностей позволяет решить рассматриваемую нелинейную задачу, не предполагая! малости каких-либо величин, входящих в уравнения движения.
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Будем рассматривать и, z, ф как декартовы координаты и будем- 
исследовать решения системы (2), определяемые требованием не­
прерывности и (I1), z (f), ф (/') в точках разрыва f(u,z, ф) и д (и, г, ф). 
Фазовое пространство и, z, ф заполнено кусками траектории, 
лежащими: 1) в плоскостях и~с — const для | ф | < ф0, 2) в цилин­
дрических поверхностях z = сеи — 1 для ф > ф0, 3) в цилиндрических 
поверхностях z = ce~u-(-l для ф<— ф0. На плоскостях Ф=±ф9 
происходит соединение траекторий. «Пластинки» (а): ф = ф0, о<и + 
~Р(Д—1)2<В и (а'):ф = — ф0, —— l)s<0, сами разбитые 
на траектории, служат местом соединения траекторий противополож­
ных направлений. Изображающая точка, достигая пластинки, 
продолжает свое движение по траектории разбиения пластинки и 
покидает последнюю, дойдя до ее края. На частях плоскостей 
Ф = ±Фо> не принадлежащих пластинкам о и о', происходит соеди­
нение траекторий одинакового направления. Отрезок u — z~O, 
|ф|<Фо, является отрезком покоя.

2. Уравнения (2) определяют преобразование плоскости ф = фо 
(в состав которой входит пластинка а) в самое себя. Разобьем 
плоскость и, z (ф — ф0) на четыре куска:

GO — содержащий те точки, для которых 1)г — Б>0 или
« + —1)2— Б = 0,

О(,) — содержащий те точки пластинки а, которые по траекториям 
разбиения пластинки переходят в точки «ребра»_(Л): и-\-(А —1)2 = 0, 
и < О, ф = ф0- Само ребро L не включается в G®.

GO—содержащий те точки пластинки а, которые по траекториям 
разбиения пластинки переходят в ребро (М): и-\-(А — l)z— В —О, 
'іі>А-1гВ (ф = ф0). Само ребро М не включается в GO.

GO—содержащий те точки, для которых и-]-(А — 1)2<о или 
1)2 = 0, 2<0. _

Обозначим через НО, HOJHO, Н3 куски плоскости ф= — ф0, соответ­
ственно симметричные GO, G^, GO, GO относительно начала коор­
динат, a L', М' — полупрямые, симметричные L и М.

Если начальная точка и = ий, z = z0, ф = ф0 (ф = — ф0) принадле- • 
жит G^ (Н^), то в силу (2) она попадает в точку ребра L(L'), 
принадлежащую GO (НО). Такой переход точки u0,z0 будем называть 
преобразованием Е + (Е~). Если начальная точка принадлежит GO 
(№')), то в силу (2) она попадает в точку ребра М(М'), принадле­
жащую GO (НО). Такой переход будем называть преобразованием 
Е+(Ё~). Если начальная точка и0, zo(t' = O) принадлежит GO (НО), 
то покидая в силу (2) плоскость ф=?=ф0(ф =— ф0) при t' — Q, онапри 
f = х снова попадает на^ ту же плоскость в точку иг, zv принадле­
жащую GO (НО), G(1) (НО) или GO (НО). Такой переход будем назы­
вать преобразованием S+ (S-). Если же начальная точка и0, z0, 
ф = ф0 (ф = — ф0) принадлежит GO (НО), то для t’она попадает в 
точку zx плоскости ф = — ф0(ф=ф0). Такой переход будем 
называть преобразованием ,80+ (80~). Преобразования S+ и So+ дают­
ся формулами

^o=(l + O^-l, z^t,

+ І + + W1=Mo_^ (3)

р0 = С, z^Ze-*,

■^1 a^u<i (4)
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3. Преобразование SV переводит ребро L в кривую Г, лежащую 
на плоскости ф = — ф0,

и = *=———г (о<т'<оо). <5) (4 — l)(14-tV-e' )
Возьмем луч z—ku, где к определяется уравнением (6), 

4Б—(Л + -В)2>9. или (7), если 45 —(Л 4-В)2 <0.
если

В ехр
2{А + В)

У4В~(А + В)2
ai.ctsr K^-t)fc+ 1] /4g-(4-В)2 

ё (4-1)(4+В)Л + 4-В

= (2 — 1) [ (А — 1) к2 4- (2 — А — В) к — 1] (0 < arctg < л),

В ехр
2(А + В)apth [(4-l)fc+l]/(4 + B)*-4g Л 

]/ (.4 + В)2 — 4В (4 —1)(4 + В)/« + 4 —В |

= (А — 1) [ (А — 1) к2 + (2 — А — В) к - 1 ].

(6)

(7)

Точки Н(,) разбиваются лучом_0 = Ы па три класса: 1) принад­
лежащие лучу; преобразование Е~ не изменяет их расстояние до 
плоскости м = 0; 2) точки, для которых z<ku; преобразование Е~ 
приближает их к плоскости и = 0; 3) точки, для которых г > ки; 
преобразование Е~ удалйет их от плоскости u — Q. Если то
луч z = ки пересекает кривую Г (возможна только _одна точка 
пересечения). Пусть точка пересечения Р принадлежит /У(/гаквсег­
да будет для достаточно малых к или ф0). Цз определения к следу­
ет, что Р будет инвариантной -Относительно преобразования 
Т* —~Ё~ Sa~E+S0+. Каждую точку й0, взятую на кривой Г, пре­
образование Т* переводит в точку, также принадлежащую Г 
и расположенную ближе к Р.

При итерации преобразования Т* последовательность точек на 
Г сходится к точке Р. Всякую другую точку й(!) преобразование Т* 
переводит в точку на кривой Г.

Таким образом, инвариантная точка устойчива, а отрезок покоя 
неустойчив. Соответствующее устойчивое периодическое движение 
составляется из кусков фазовых траекторий, принадлежащих 
пластинкам о и а', и траекторий между плоскостями ф=ф0 и ф = 
= _ф0. Если &<0, то луч z — ки не пересекает кривую Г; тогда 
преобразование Т* всякую точку приближает к отрезку покоя. 
При итерации преобразования последовательность точек сходится 
к концу отрезка покоя. Отрезок покоя в этом случае устойчив. 
Если к — 0, то луч z = ки касается кривой Г. Полагая в (6) и (7) 
k — Q, находим значения А и В, при которых отрезок покоя меняет 
устойчивость и из отрезка покоя появляется устойчивое периоди­
ческое движение (кривая D на рисунке).

4. Количественные характеристики исследуемого периодического 
движения могут быть легко вычислены. Период т* где
То и Х1 _ соответственно время движения между плоскостями Ф = % 
и ф — — ф0 и по пластинкам а и а', можно представить в виде:

* 2 , (4 —1)[(4— 1) ft2 + (2 — 4 — В) fe — 1]т* = -------- In------------------- ---------------- ---------------- ,
Л + В B[(l-4)fc]

где к определяется из (6) или (7). -г* неограниченно возрастает, 
когда периодическое решение стягивается к отрезку покоя (к -» 0).

5. Точка Р пересечения луча z — ки и кривой Г принадлежит пе­
риодическому решению (инвариантна относительноjr*=-E-S0-£4'S0+)> 
пока она лежит в йе). Если Р выходит из куска Н^, то в состав 
периодического движения входят куски траекторий, лежащих 
в цилиндрических поверхностях z = cea'—1 и z — се~ “4-1. Этому
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периодическому движению отвечает на плоскости ф =ф0 точка Р', инва­
риантная —Относительно Т' = S~E~ So S+ 7?+ So+ или T" — E~S~ Е~ 
S0~E+S+ E+So+. Кривые (см. рисунок), вычисленные из условия, 
что Р лежит на границе Н^, дают при фиксированном ф0 на плос­
кости А, В границу периодических решений, не содержащих и со­
держащих куски траекторий в цилиндрических поверхностях.

6. Результаты настоящей работы, касающиеся возникновения 
автоколебаний, обусловленных зоной нечувствительности, представ­
лены на рисунке. Если А — М^ и В = M2/Na 
достаточно велики, то автоколебаний не 
будет и будет иметь место безразлич­
ное (в отношении ф) положение 
равновесия внутри зоны нечув­
ствительности. Если уменьшать А и 
В таким образом, что точка, представ­
ляющая систему на плоскости параметров 
А, В, пересечет кривую D по направлению 
к началу координат, то в зоне нечувстви­
тельности возникнут автоколебания. Кри­
вая!) является границей воз­
никновения автоколебаний, не 
выходящих за пределы зоны 
нечувствительности. Эта граница 
не зависит от ф0. Зададимся теперь %. 
Если при дальнейшем изменении Ar В 
точка на плоскости параметров пересечет 
кривую D1 (соответствующую выбранному
Фо), то автоколебания начнут выходить за зону нечувствительности. 
Кривая D1 является границей возникновения авто­
колебаний, выходящих за зону нечувствитель­
ности. Кривая D и семейство кривых D’ наглядно показывают 
роль искусственного демпфирования £ в качестве фактора подавления 
автоколебаний. Однако, и при £ = 0 автоколебания могут быть 
устранены выбором достаточно малого а.Физико-технический институт Горьковского государственного университета и Горьковский институт инженеров ' водного транспорта

Поступило 31 V 1944
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