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МАТЕМАТИКА

С. НИКОЛЬСКИЙ

О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЧЛЕНАМИ В СРЕДНЕМ 
ФУНКЦИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ ВИДА | а - х|«
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 22 VII 1946)

1. Благодаря исследованиям С. Н. Бернштейна в настоящее время 
хорошо известны асимптотические свойства наилучшего приближения 
многочленами функции \а — x|s (s>0). Эта заметка посвящена иссле­
дованиям наилучшего приближения функции |а — хр многочленами 
в среднем и функций, имеющих особенности подобного вида.

Под наилучшим приближением многочленами степени п функции 
/(х) в среднем с весом г (х) на сегменте — l^x^l мы подразуме­
ваем минимум

. +1
Еп, r(x) (J)L = min J |/(х) - Рп (х) | г (х) dx, Еп = Еп, i (fiL,

Рп - 1

распространенный на всевозможные многочлены
Рн (х) = а0 + агх + ... + апхп 

степени п.
2. Случай а 1 наиболее простой. Функция {а — x)s в этом случае 

имеет на интервале — 1<х<4-1 всюду сохраняющую знак произ­
водную любого порядка. Поэтому многочлен Рп* (х), осуществляющий 
наилучшее приближение Еп, Г(х) (| а — х Is )i, может быть эффективно 
получен, если воспользоваться теоремой Бернштейна (‘), в силу кото- 
торой Рп* (х) интерполирует (а — x)s в нулях многочлена+ i W сте­
пени п + 1, наименее уклоняющегося от нуля в смысле

3. В 
штейна 
мых на

min f J Xя +1 + Р„ (х) | г (х) dx = j* | Rn +1 (х) | г (х) dx.
Рл — 1 • -1

случае [а|<1 к функции | tz — хр упомянутая теорема Берн- 
неприменима. Однако при некоторых ограничениях, налагае- 
а, она оказывается верной асимптотически. Именно, доказы­

вается при г (х) = 1
Лемма 1. Пусть Рп (х) есть многочлен степени п, совпадающий 

с функцией | а — х Is в нулях xty = cos —(# — 1, . . ., п) много­

члена

+1 W ~
sin (л 4-2) arc cosx 

/1 — х2

195



степени п 4- 1 и пусть а = cos

целое число (в >■ — 1, исключая четное s).
Тогда имеют место асимптотические равенства

t-i

П'

Ms 
ns +

s + 1 
а2) 2

равномерно относительно а, удовлетворяющих неравенству

м  81 sin frs / 2) I Г us + idu
J (v2 + и2) (еи + е~и) 
о

dv.
о

При s = 1,3,5,... нечетном целом

" (2^ + 1/ +2

Из леммы 1 с помощью общих рассуждений следует
Теорема 1. Если |а|<1 и $>—1 (исключая s четное), то 

имеет место асимптотическое равенство
^ + і

Еп (I а - х И ,= + О (=
L ns+' \«'+7

5 4-1

= 0—°3) 1 £.(|лИ)£ +ОЩИЛ.
\л + /

4. Пусть вес г(х) обладает свойствами: а)г(х)>Х>0 для —
₽) существует такое число ^>3/2, что функция [г(х)]?

суммируема на сегменте — у) г (х) непрерывна в точках
1 • • • "7 1 •
Теорема 2. Если s > — 1, — 1 < «і < я2 < ат < 1,

/W- У^Мх-а^,
* = 1 ’ ■

mo
ТП ? tt

£"л, r (a) (/)L ~ У7 I Ak I г (ж) ( | X ak p )i

m 5 + 1

(»-»“). (1)ns + 1 4^1

5. Теорема 3. При г(x) = 1 теорема 2 остается верной, если 
в ней положить т = °о, в предположении, что

К оо*

* = 1
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В самом деле, обозначая через En(f-,c, d)t наилучшее приближение 
в среднем функции / на сегменте [с, d] (с весом 1), будем иметь

Еп (| х — а | ‘)L Еп (| х — а [а — 2, а + 2)£ =
^„(ІхП-^^г' + ^ЛхПі-

ОО
Задав теперь е>0, подберем т так, чтобы | Xft| <е, и поло- 

жим

/W = 2? 22 Ak\x~ak\s =Z(x)±r(x) ;
k = 1 k = т + 1

тогда при достаточно больших л

£„(r)z^ 22 \Ak\En[\x-ak\‘)L<z? + 'EA\*\nL<^ 

S.
>

En (g)L < (1 + Ю 22 И J En (I x - a / )L < 
k = i

<(l+2e) 
k = 1

En (g)L > (1 - Ю E 1 A* I En (I X - ak Иг > 
k i

Х^г^^МДДДІх-а.р V
k = i

Откуда, приняв во внимание неравенства
Еn (g)L - Еп (r)LЕп (/)LЕп (g)L + Еп (r)L, 

следует равенство (1) при т = оо.
Теорема 4. Пусть s—нечетное число и функция f(x) имеет 

на сегменте —l^x^l абсолютно непрерывную производную по­
рядка s— 1, которая в свою очередь является неопределенным 
интегралом от функции <р (х) = (х), обладающей следующими
свойствами: 1) ®(х) имеет ограниченную вариацию на сегменте 
— 1=сх^1 и разлагается в виде суммы у(х) = g(x)-\-h (х), где 
g(x)— функция скачков, a h(x)— абсолютно непрерывная функция', 
2) ср (х) фактически имеет хотя бы один разрыв в интервале 
— 1 <х< 1.

Тогда

2 XI (2)
k = 1

где аь а2,... — точки, в которых (х) имеет существенные разры­
вы с (существенными) скачками, Ak = (ak -4- 0) — <р (ak — 0) =^= 0 
U = l,2,...).

Доказательство. Можно доказать справедливость неравенства 

En-i(f)L^ 77 var/
2 п

(3)
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для любого п. При этом в нем постоянную я/2 нельзя уменьшить. 
Функцию /(х), удовлетворяющую условиям теоремы, можно пред­

ставить в виде

г

=~ f (x- t)^-'g(t) dt + H{x) + Ps-^x),
-i

где Ps _ i (x) — многочлен степени s — 1, a H (x) имеет абсолютно не­
прерывную производную порядка s. При этом, не изменяя этих ра­
венств, функции f и g можно видоизменить на счетном множестве 
точек так, чтобы они были непрерывными справа для — 1 < х < 1.

Покажем, что
Еп(Н)ь = о(п~^-^ (п^оо). (4).

В самом деле, если Р (х) — абсолютно непрерывная функция, то 
она есть неопределенный интеграл от Р'(х'). Существует последова- 

+1
тельность многочленов Рп(х) (п = 1,2,...) таких, что J |F'(x) —

— 1
-Pn(x)|dx = en-»0 (п->со). Если поэтому Qn + l (х) = Рп{х), то 
£'n + i(/7)L = £„ + i(F—+ ^==о(д-1), и мы доказали (4) при
5 = 0. При произвольном целом s эти обычные рассуждения нужно 
повторить по индукции.

Функция скачков равна g(x) = Ako (х), где аа(х) = 1 для х^а
*

и °а(х) — 0 для х<й и, так как

Л 25

то, воспользовавшись теоремой 3, будем иметь (2).
Примечание. Нет сомнения, что теорема справедлива и для 

четного s, только в равенстве (2) константа Ms должна быть заменена 
на другую константу M's = lim (х | х (см. примечание в.
моей заметке (4)).

Математический институт Поступило
им. В. А. Стеклова 22 VII 1946
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