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ОБ ОДНОМ КОЛЬЦЕ ФУНКЦИЙ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИА ТОПОЛО­
ГИЧЕСКОЙ ГРУППЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 5 IX 1940)

1. Пусть G — некоторая топологическая группа. Функцию / (g) (g^G), 
принимающую, вообще говоря, комплексные значения, будем называть 
эрмитово-положительнойДсокращенно э. п.) если / (g) — эрмитова функ-

е' И для любых gl£G, g^G,...,gn^G
(« = 1, 2, ...) эрмитова форма

п

2 (1)
3,k=l 

неотрицательна.
Неотрицательность формы (1) при п = 2 означает не что иное, как то 

что: ’
l/(g)l</(0

Полагая в (1) п = 3, ^ = 1, 
получим

(g^G, e = gg-^). (2)

= ?з=-^ g^e, g^g, g3 = h,

f (e) + 2R «/ (g) ~ / W) r] + 2 [/ (e) - R {f (gh-1)}] I v I2 > 0, 
где R {z} обозначает вещественную часть числа z. Так как в этом нера­
венстве т] — произвольное комплексное число, то из него следует**,  что

I / |2 < 2/ (е) [/ (е) - R {/ (gh~i)}] (g, h G G). (3)
Последнее неравенство интересно тем, что из него вытекает равно­

мерная непрерывность э. п. функции /(g) при непрерывности ее веще­
ственной части в единственной точке g = e***_

Обозначим через ф совокупность всех непрерывных э. п. функций, 
а через Ж их комплексную линейную оболочку. Очевидно, некоторая 
функция ®(g) (gGG) принадлежит Э?, если каждая из ее эрмитовых 
компонент

?+(g) = 4{?(g)+(g) = A{?(g)_ ? (g-i)} (4)

представима в виде разности двух функций из

* Чертой мы обозначаем переход к комплексно-сопряженной величине.
Сравни с леммой 1 статьи Д. А. Райкова j1).
Это замечание является одновременно усилением и обобщением одного замеча­

ния А. П. Артеменко [см. (2)].

275



Так как <f^^y 0) Произведение
двух функций из ф сйова принадлежит ф. то 9т —кольцо.

Если эрмитова функций ^'(^€эт; ВД' йоложим
h|binf[/«(g) 4-/(2) (е)], (5)

причем infimum распространяется на любые пары /<й (g) £ $ (i = 1, 2) 
такие, что cp = /W— /<2); в частности,

||<р|| = <р(е) при

Для произвольной функции Ср С 9?, положим 
||<р||= sup |ср+cos а 4-<р_ small, 

0<а<27$ (6)

компоненты функции ср, определяемые из (3).
Легко видеть, что опредецрццая, таким образом норма || ср Ц (ср g 9i) 

обладает следующими свойствами:-оеОот ап жнняпадлтпо ДПЩЛИЧФ пддеоя мондо по
1° ||ср|| > 0, если ср ф (Д/dкомплексное число);

з° h +W -HIM< b * МЫ йй €
йрй^е^(^йожттель может Шйв Ойущей; Абйи &й'Ь М1 ф^нк-
цййпсраігаж ф;0рм-итовя< кром^ ‘чтр еелй
арвф|)оваоф^ивдия(,^)г^ нкоэ (.п .е оннэщвдяоо) йонакэтпжокоп-оаоткмде

с л :т 'ЭД
»6° вмдоф ваотпкде (... А ■ 1 = Н

Георема 1. Кольцо 9? полцо по норме ||ср||.
!) Мы опускаем простое дойазатедьс'тво/'этой теоремы*.

2. Заменим заданную в G топологи^ на дискретную топологию. 
Тогда роль кольца 91 будет играть кольцо 91', являющеевжтлинейной 
кдмцдаксцрй ^ф^хы®г,г.и|) фсуншшй.т Длятэот4йен-
тов 91' построим норму || ср [J' аналогично тому, как это сделано дата 
рлрментов 91. Возникает следущ^ц.пробдама: (\Нр есть ли 91 сово­
купность всех непрерывных функции из 91' и, если 

жме^т.уги Mefe с,ун= a-в ешд? тгіо= ^<р|^^ ЭЩН'тро- 
блема имеет положительное решение тогда и только тогда, ког/ЬгйУЙ^
мес™- 0 < 2| уЩ (‘-М) \} Я - (s) \] £ + {(г ((А) \ - (^) \)} Я£ + (э) \

іеорема 2. Если, некоторая эрмитова непрерывная функция 
допускаеіп npesdemueWS/lii'e і<нп штээдюя тлшьиеою р] А mt 

отр ,**Т9удэко оч9н ан от .сжэпр эоноиэкпмоя оонапоаёпоап — х эатэнза 
(8’

гое г (у —1,2) — э. п. функции, то она допускает представление 
-oHaeq тэвяэтыа очэн вы отр(1.мэт оі^эдэтнй оятонэавцэн ээндэкэоП 
-ощэа 99 нтэонаыдэаМЙгф/Н()^ тп/дя(^ (йб^Дтоонандэдпэн нвнд0Э| 
где /(1)€Ж (1=1,2) и йонноатэ

жиргездцэаяэн 'х&та шгУошгуноаоЬ^ж вэдор mhfbhsooO
п г 5 1 МЫ «omiBaeM эту теорему для двух случаев,

G ~ компактная, -произвольная комму та ти^яда^ 
п нтйх двух случаях из нашего доказательства теоремы 2 следует 
также, что функции /(*)(^ = 1, 2) могут быть так выбраны, что

{(X“S) ? - (§) И И) И V = И)

3. Д о к а з а т е л ьеЙг в о теоремы 2 для л ю б ой к о мп а'ЙАй о й 
группы.
_____ .эншшпоа йоннэжнцпоэ онояэкпмоя я дохэдэп мэервисодо им йотдоР *

- „ .(4 ваояйвЧ .А .Е натвто t йоммэк о ннасаЭ »*
ДОДИ Л (s<i£^> то Щ:,® (ag&) € ® прЩ любых

а’ * • ,[(2) .мэ] ониомэтцА .11 .Р вни 



о юіЬм^жоясДўШ^ ’оуйобй&'?
ІвЯавД^ 0Д<Й0В»р5ЙЙВХ4^/Й. ^}Х1%Ш1Ьт|&ЯГ1н¥^ уравнение
-мвдвх шіРііпэя хынтошорЭв йоммуо rooo/hсчитан ,„г вдчот оН .(01) шш 
,(£1)МНДОХВН (Г$)(<ЬйзМаШ^ЖМі<^^^ (10)

G G . ВНВ8ВЯОД вмэдоэТ
ЙЯ₽®гр ,нкв8вяод им йомэдоэт о оннэмэдяондо отр ,эцю мнтэмвБ^ 
оп внокэнрыя атнб тэжом j|<p|| вмс^і ЯГЭ.%—£ОД1януф ноаотнмдб йооош 

:[(£l)<pi^g^4i)) «іМЖЫЬн тэудэко отн] чг.ум^

— формальное разложение ядрД в билинейный ряд по фунда­
ментальным функциям фь (Л = 1, 21, ?• •) интегрального уравнения (10). 
Для доказательства Teopew дрстатц^нц доказать, gap иа (8) выведает: 
.й щврэмба н йнтнноп диц «оэаа оняпэтыдвйдэдп котэдндп мен овну по

■т **оіунг.$Ц:^1&ш^э^р0б(ш^ soqoi (12)
-нвдтобв р 3 Л ДА) у (у) X Д = Ж?) X (?) X’= Ч (?) X 11 (?) X
(ч)у = (у)ч :Х вн ницянуф тэврэято ^3? умоджвЯ .0 иппудт понт 

Дейсідйтрддцр, рз кццрч^р^ц ре^рццнцj $ ад трудяопв^Клтитр» 
пользуясь известными свойствами разложения (11), что оно сходится 
(абсолютно и равномерно. Тогда, поД^гай

г но ;/(» ойгу^ніуйх'.^І'^ Д*>ШЖ у)бО
.оцакоя —Я еондпАО .>вн (у)^ йпцянуф xi^pMaoffooa няро 
тпдоха (ч)Ч. то моннкоп йобош н от eS.3(?)“Ь09 ^напэтваодавд ув 
будем. ^) I®™*
йкоэ ,м и н н э я т о ощ о а пот9вяи8вн (8.3 Я) (Я) Ф пвнопцянуф t(йинаиц 

[нАлтоэщэя. товмпнврп (АВД 
1 ’■ 1 ’ эмодя (ппоэ ;ЯЗ (х) ”

XJ;нцинуф хйннэатоощоа fWe) VanpaTt
-онцянуф от ДХЭх) 0<(хЖ nqn0< (‘^'(Wot 
вмяла отр (атэдна оятэК .минапэтпжодоп потэвяневн (8)Ф квн

, Дедхем,ад .действида^
fiiifensfe №8И ,^пЙ^ф Ж £-,Ф%й

в начНм ’черая-’! ДД'ййв■ 
матрицы Цг(г) (gyg/Ah

) ^обйййнййь ;’ЧйСла
, , „ ч от .квнондявуф

, к = 1^2,. .. . п), 5L е. корни уравнения

Так 
а К

I — (gjgh J) — pSyfc I” = 0- Пусть> c другой Стороны, oi У' a2 ... > ap 0 
все неотрицательные, а тг < та -С ... б^рица^йь-

собственны^^^с^а^ат^Мі)|—(pl(^^'^|H/j^^)lM, ... , n).
t[81£—VK .цто11^) хвнвЗ«.Э .мо] тэудопэ (61)

1 ' ' эннэжокавд тэвяоупод Ф двнонцянуф йинн

« (№‘) *, 
отр ,9нявт міўшодаянуф оинадз^даюдоп—_Ф н +Ф

то из минимаксимальных <фбНтв (5)Ф роб^енных чисел вытекает, что 
о] ,xs)fi&^a ^,1 ЗДЯ/І) д ?н* рл '-’i (А>: <;1і’2..ЫОТ q). вдох '

Откуд^’иинпдэ эпножонавд тэуятоэщуо 0<з очобош код отр ,[(s)s8oiH 
,(£Д^і) ,'a^jM t(X^x)O<Jx)sw -(x)«»+ (X) ^w = ^ 
s„ = 20ft + V;^< +

k=l (jH) О ,3ЬГ1(Ж.Ф>0

9PHT3HqoTH|6q£x ннрыпэя хынтвдоо поездом £mmv от ?дэди
A (к) Ч^к—г Ф (gjgK )1 ■ т жэтад

п Д Э X нагэдиг.нотооош’-ндд отр .ся^ядт .о .Т **

Но при ofe felled^«o»)M&.WWWeTO^
возрастании №: мбжро деЖвцср t.roj^£ нмЖг ре^рмипвдт , ю

UR Е93ИР XN;

мод стоя н



сходился равномерно в каждой конечной части плоскости комплексного 
переменного к детерминанту Фредгольма интегрального уравне­
ния (10). Но тогда sn, являющееся суммой абсолютных величин харак­
теристических чисел Дп (к), сходится к S. Отсюда в силу (17) находим (12) 
Теорема доказана*.  ' v Л

Заметим еще^ что одновременно с теоремой мы доказали что для 
любой эрмитовой функции g 9? норма может быть вычислена по 
формуле [что следует из сопоставления (12) и (13)]:

4. Пусть теперь В —произвольная коммутативная группа. В этом 
слУДае нам придется предварительно ввести ряд понятий и замечаний.

Обозначим через X какую-либо достаточно полную**  rpvnnv харак- ’«■ров z («И I z (S) Г = z (s) z (S-4 -1, z W = X (g) х (1), е, G] 'а6ст[а“. 
тнои группы G. Каждому g^G отвечает функция на X: ч(у) = у(Щ 
(Х€Х). Для функций Р(у^ определенных на X, введем норму

P|| = sup|B(x)|. (15)

Обозначим через В замыкание по норме ||Р|| линейной комплексной 
оболочки всевозможных функций g (у) на X. Очевидно, 5-кольцо 
а, следовательно, если P(g)£B, то и любой полином от Р (g) входит 
В аД значит, и \Р(МВ. Линейный (т. е. аддитивный и непре­
рывный), функционал Ф (5) (5 g 5) называется вещественным, если 
он принимает вещественные значения на вещественных функциях 
5(x) g5; если, кроме того, Ф (5)^ 0 при Р (у) > 0 (ygX), то функцио­
нал Ф(5) называется положительным. Легко видеть, что норма 
вещественного функционала Ф не меняется, если его рассматривать не 
на В, а на совокупности В' всех вещественных функций из В'. Заметим 
также, что если Ф’(Р) (Р g В) — некоторый линейный положительный 
функционал, то

|1Л = sup |Ф(Р) I =Ф (1)
IIP II =1

и имеет место неравенство Шварца

(p,q$b). (i6)
Из (15) следует [см. С. Банах (8), стр. 217—218], что любой веще­

ственный функционал Ф допускает разложение
Ф(Р) = Ф+(Р)-Ф_(Р) (Ре В), (17)

где Ф+ и Ф_ — положительные функционалы такие, что
||ф|Н|Ф+1Ж!Ф-4

Исходя из того, что если РеВ, то и | Р | gВ, можно показать [см. F. 
Riesz(6)], что для любого г>0 существует разложение единицы:

^МуНМу), My)^o(ygx), тев', (/=1,2), (18)
такое, что

°<ф+(“2)<е, 0<Ф_(и1)<е. (19)

* Тем же методом можно доказать, что если непрерывное эрмитово ядро К (s, г) 
(a^s, представимо в виде разности двух ограниченных эрмитово-положительных 
ядер, то сумма модулей обратных величин характеристических чисел ядра X(s, г) схо-

** Т. е. такую, что для любого Дре найдется у £ X, при котором x(g)=^y(e). 
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Покажем, что при таком выборе функций и± (у) и м2 (у) имеет место 
неравенство

ГФ+(Р)-Ф(И1Р)'|| (20)

Действительно, в силу неравенства Шварца и того, что м2(у)^и1(у) 
(ygX), а также (19) имеем:

| Ф+ (Р) - Ф+ (н.Р) |2 = | Ф+ (игР) |2 < Ф+ • Ф+ (| Р |2) <
<Ф+Ы -||Ф+НР||3<8||Ф|Ы1Л2- (21)

С другой стороны, аналогично находим
| Ф+ (^Р) - Ф (М1Р) І2 = | Ф_ (^Р) |2 < е |! Ф || • || Р ||2• (22)

Сопоставляя (21) и (22) получим (20).
5. Доказательство теоремы 2 для любой коммута­

тивной группы.
Как показал недавно Д. А. Райков (7), для того чтобы неко­

торая функция F (g) (g g G, G—коммутативная группа) 
была эрмитово-положительной, необходимо и доста­
точно, чтобы существовал линейный положительный 
функционал Ф (Р) (Р^В) такой, что

(g6G)-
Поэтому эрмитова функция <p(g) (g g G) допускает разложение (11) 

тогда и только тогда, когда существует линейный вещественный функ­
ционал Ф (Р) (Pg В) такой, что

?(g) = ®(g (у)) (g£G), 
при этом каждому разложению (8) функции <р соответствует разложе­
ние Ф на разность линейных положительных функционалов Ф' и Ф" 
и обратно.

Рассмотрим разложение (17) функционала Ф и положим
/W(g) = ®+(g(y)), /®(g) = ®_(g(y)). (23)

Так как всегда F^ (е) = ||Ф'|| + ||Ф"|| ||Ф||, то величина
/{1)(е) + /(2> (е) = |)Ф+|| + ||Ф_|| = ||Ф||

дает норму ||<р||. Для доказательства теоремы 2 остается показать, что 
если функция <р (g) непрерывна, то и функции (g) (г = 1,2) таковы. 
Выберем для этого произвольное е > 0 и подберем для него функции 
щ (у) (г = 1,2) так, чтобы выполнялись условия (18) и (19). Очевидно 
также, что мы можем выбрать (у) в виде некоторого «полинома»:

п

1
Положим

h(g) = ^[^iMg ^^^^(gkg) (g^G). (24)

k=i
Очевидно, fe(g) (g € G)— непрерывная функция. С другой стороны, 
из (23) и (24) следует, что

l/(1) \g)~h (g)|<2/r/ы.

Так как е>0 здесь произвольно, то мы заключаем, что /(9(g), а, зна­
чит, и /(2) (g) — непрерывные функции. Теорема 2 доказана.
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Заметим еще, что в силу известных принципов теории линейных 
функционалов [см. С. Банах (8), стр. 57] из цитированного резуль- 
кольца 91 Райк°ва и теоремы 2 вытекает следующая характеристика

Теорема 3*.  Для того чтобы некоторая функция «(г) (eCG} 
принадлежала кольцу «R, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие два условия:

10 ?(?) — непрерывная функция.
2° Существует константа М такая, что для любых g £ G ... g с G 

и комплексных чисел сг, ... , сп выполняется неравенство

••• +с„?Ы1<^8ир|С1^(7)+ ... +с^п(х)|. (25)

6. Пусть теперь G локально-компактная коммутативная группа 
удовлетворяющая второй аксиоме счетности, а X — топологическая группа 
[см. Л. Понтрягин (4), гл. V] всех непрерывных характеров группы G 
п этом случае имеет место

Теорема 4. Для того чтобы некоторая функция ср (д) (gCG\ 
допускала представление: Y is i vs е ;

X
(26)

где р (Е) — некоторая комплексно-значная абсолютно аддитивная функция 
от измеримых по Борелю множеств Ес=Х, необходимо и достаточно, 
чтобы функция y(g) удовлетворяла условиям 1° и 2° теоремы 3.

Необходимость условий не трудно проверить непосредственно, исходя 
из (2Ь). При доказательстве достаточности мы в силу теоремы 3 можем 
ограничиться только лишь тем случаем, когда <рЕ^. Но в этом случае 
возможность представления (26) была недавно доказана А. Повзнером(9) 
и Д. Райковым (I0)**.  r v 7

Теорема 3 является обобщением теоремы Bochner’a ("), утверждающей 
то же, что и теорема 4, для того частного случая, когда G — действи- 
тельная ось.
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ад- отбР°сить в теореме 3 условие 1°, то мы получим характеристику кольца 
Л , при этом наименьшее значение константы М в (25) дает || Л', если эрмитова 
^=а^ 8аключить-;™ фигурирующий в (25) supremum не зависит

**CPn W и ’ д™ ?Же может бь1ть получено из многих других соображений. 
ь раоотои д. А. Райкова автор познакомился после того, как составил свою 

по ло/Кениях Р<У4 при несколько более общих пред-11U «JlU/rxUrlllHX • 4
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