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Пусть Е—сепарабельное пространство Банаха f). Последователь
ность [х^ элементов Е называется полной в Е, если замкнутая 
линейная оболочка над {я^ совпадает с Е. Последовательность^^ 
называется ограниченной, если sup || xt || .< Последовательность 

{.я,} называется минимальной (2), если ни один из ее элементов не 
принадлежит замкнутой линейной оболочке над остальными.

Очевидно, что если -{я,.}- минимальна, то существует последова
тельность линейных функционалов {FJ, образующая вместе с {я,| 
биортогональную систему. Если к тому же {ж,.} — полная последова
тельность, то F, определяется однозначно.

Последовательность {я^ назовем строго минимальной или мини
мальной в строгом смысле, если существует такая константа 8>0,. 
что расстояние от любого xt до линейной оболочки над остальными 
элементами (я;; больще или равно 8.

Мы будем говорить, что {я^; ^F^ правильная биортогональная 
система, если -{Жу}- — полная последовательность и, кроме того, одно
временно выполняются условия: sup || Я,. || <°° И SUp|Ff]<o°.

Биортогональная система -{жД; ^F,| является правильной в том и 
только в том случае, когда |я^ полная, ограниченная, строго ми

нимальная последовательность. При этом 8 =-------— — наибольшее
sup I Р/ Iі

из возможных значений 8. Последовательность ^я^ называется ба
зисом в Е, если каждый элемент я € Сможет быть представлен един-

ОО
ственным образом в виде я = У1 atxv Очевидно, что базис есть пол-

пая строго минимальная система. В дальнейшем будут использованы 
следующие обозначения: /п— линейная оболочка над элементами яп 
я2,...,я„ последовательности-{я,}-; /" — замкнутая линейная оболочка 
над хп д. 1, яя + 2,...; Sn—поверхность единичной сферы в 1п, т. е. 
совокупность всех элементов я, удовлетвЬряющих условиям я€/п 
и || я ||=1; S" — поверхность единичной сферы в Г.

§ 1. Пусть

W {₽4
биортогональная система, в которой {я^ полная последовательность 
и sup || я^ И < °°.

Теорема 1. 1° Для того чтобы система (I) была правильной, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

11m Fn (я) = 0 для любого х^Е. (1)
Л->00
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2° Для того чтобы последовательность {ЕД системы (I) была 
тотальной, необходимо и достаточно, чтобы пересечение всех мно
гообразий Г содержало только нулевой элемент.

В дальнейшем будет существенно использован следующий ре
зультат, полученный нами в (8). * .

Теорема 2. Для того чтобы полная последовательность {жД 
являлась базисом в Е, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
такая константа а/>0, что

р (Sn, S") > а для всех п

(здесь р (Sn, 8")— расстояние между 8п и S ).
§ 2. Пусть (I) правильная биортогональная система и

sup || «JI =Q; sup|FJ = M; S=4/lf. > (2)
і *

Пусть en — последовательность чисел, определенных формулами.

' s — (11 + 72 + • • • + Tn) (3)
£"“ 2Q ‘П’

в которых уп—любые числа, удовлетворяющие условиям
ОО 

и 221п<8 (4)

(очевидно, ЧТО е^О)-
Теорема 3. Каковы бы ни были элементы удовлет-

г с и и и (п = 1 2 .. последовательностьворяющие условиям II II <-еп L’ ipi w лиоп-— имеет сопряженную последовательность {ЕД, и оиор

тогональная система /тт\

правильна. При этом IF^KV^ г^е

Теорема 3'. Последовательность {& = ^ + 4}» где Ч —любые 
элементы пространства Е, удовлетворяющие условию

ОО' 22um<8w
имеет сопряженную последовательность {ЕД, и биортогональная сис
тема {ЕД правильна.

Теорема 3’ следует прямо из теоремы 3. Для того чтобы в этом 
убедиться достаточно отметить, что какова бы пи была последо
вательность положительных чисел dv удовлетворяющих условию

уч Й.< §2/8(3, всегда можно подобрать последовательность положи-

1 со
тельных чисел тп, удовлетворяющих условию^ Ь<чтобы Для 

чисел е„, определенных формулами (3), выполнялись неравенства 

dn<^n (и=1,2,...).
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Теорема 4. Если последовательность правильной биорто- 
гональной системы (I) тотальна, то и последовательность {FJ си
стемы (II) также- тотальна.

Каждому элементу х € Е соответствует последовательность чисел
— коэффициентов Фурье по системе (I). Обозначим через 

Sli многообразие всех этих последовательностей и через 91ц соответ
ствующее многообразие для системы (II), т. е. многообразие последо
вательностей х^Е.

Теорема 5. ЗііЕЗІц. Точнее: система уравнений

F^^F^y) (z = l, 2,...) (5)

имеет решение относительно х при любом у £Е и, равным образом, 
имеет решение относительно у при любом хЕЕ.

Если ^FJ тотальна, то система уравнений (5) определяет линей
ное и взаимно-однозначное отображение Е на самого себя.

Для последовательностей ^F,j и имеют место теоремы:
Теоремаб. Каково бы ни было число а, ему соответствует такое 

ОО
число е, что если || т;, || <С е, то | Fz — F/Ko равномерно по

І (г = 1,-2,...).
Точнее: если || ity-1| <Се/ U = 1,2,...), где s{ числа, определенные 

формулами (3), то для всех i будем иметь

IJb — F.K——,1 SO—г)
ОО

где 1 7,- (из е -* О следует т -> 0).

Теорема 7.
lim | Fn — Fn I = о.

И->ОО
ОО

Замечание. Ряд | Fn — F„ |, вообще говоря, расходится.

В том случае, когда этот ряд сходится при любом выборе удов
летворяющих условиям II 7)< || (г =1,2,...), сходится и ряд

ОО
V |₽г (ж) | для любого х € Е.

§ 3. Обозначим через ЭД многообразие всех полных ограниченных 
строго минимальных последовательностей в Е. Элементы ЭД будем 
обозначать в дальнейшем буквами £, С, /. Таким образом, £Е^жф 
Вследствие полноты (ж^ каждому элементу е однозначно соответ
ствует последовательность {Еф сопряженная с ^х^. Кроме того 
каждому элементу В € ЭД однозначно соответствуют числа 8 ($) = 
— —г-г. и Q(=) = sup || ж^1] . Вводя обозначения 5* и S'* соответ-

sup IFn в п ’

ствующие прежним^ и Sn (см. вводную часть), определяем число 
а(Е), полагая a(B) = infp(^, Sni). Если а(£)>0, то ]ж*} базис в Е (см. 

теорему 2).
Опираясь на теорему 3, можно естественным образом топологйзи- 

ровать ЭД.
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Мы будем говорить, что элемент В = ^^ имеет s-окрестность, 
если любм последовательность в которой удовле -

ОО

воряют условию II II е, является полной ограниченной и ми

нимальной в строгом смысле (т. е. определяет некоторый элемент 

теореме 3', § 2 следует, «ю элемент имеет 

^-окрестность, если положить в < •
Условимся обозначать s-окрестность элемента $ символом Мы 

будем считать U\ окрестностью любого элемента многообразия ЭД, 

содержащегося в И\. Нетрудно видеть, что:
А Система всех множеств Щ обладает свойствами, характери

зующими полную систему окрестностей топологического простран- 

<твБудем буквой ЭД обозначать топологическое пространство.

В. Функция 8(B) непрерывна на ЭД.
Теорема 8. Функция а (В) непРеРы™ана^ 2 „
Плтгячйтепьство этой теоремы опирается на теоремы 2 и з.
М. Крейн, М. Рутман и Д. Мильман доказали следующее предло- 

Же™слиЧя:А — базис в Е, то существует такая последовательность 

положительных чисел 8П 82,..., что последовательность = 
также является базисом, если только элементы удовлетворяют ус- 
Л°ВЙТ теоремы^ 8 непосредственно следует несколько улучшенное 

^Тео^ема {хА — базис в Е, то существует такое число
s>0, что каковы бы ни были элементы^, д2,..., удовлетворяющие

ОО 
условию \ ег, последовательность = также яв-

”Л Мы^будем говорить, что элемент £ € ЭД может быть связан конеч
ной цепочкой с элементом С€ЭД, если существует конечная последо
вательность элементов Bt = S; В2,...Л-К — и такая последова- 
тельиость окрестностей ...! » к»тоРоИ к“дая

рг» ттрп жит я и am вит и в то 5кс время элемент 1»
Обозначим через 9k совокупность всех элементов'С € ЭД, к070^ 

могут быть связаны конечными цепочками с В. Очевидно, что если 
Е" f 9Ь- то В' € 9k".

Теопема 10. 1° 9k есть замкнутое и в то оке время открытое 
множество, 9k не может быть представлено в виде суммы двух 
непресекающижя замкнутых множеств. Иначе говоря, есть 
компонента связности пространства Ж. Обратно—всякаякомпонен
та связности 91 пространства ЭД есть для любого Вt Л.

2° 91 метризуемое пространство.
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