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МАТЕМАТИКА

М. НАЙМАРК

ДЕФЕКТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА ПРЯМОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
СИММЕТРИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ.

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 IV 1940)

В первой части этой статьи (х) мною было показано, как определить 
дефектные подпространства прямого произведения симметрич.еских опе­
раторов* в том случае, когда один из них — самосопряженный оператор. 
Настоящая вторая часть посвящена решению этой задачи для любых 
двух симметрических операторов. Оказывается, что общий случай легко 
сводится к случаю, уже рассмотренному в ч. I.

Лемма. Пусть Ап А2, Аі, Аё — замкнутые линейные операторы 
в гильбертовых пространствах §2, §1, §2 с областями определения, 
плотными в этих пространствах, и пусть §аС§2- Если тогда
АД Аз — расширения второго рода** операторов Alt А„ то

©(АхХ АД • ©(АІХ А) = ШХ Л)- С1)

Доказательство. Очевидно, © (Ах X Аа) CZ © (At X АД ■ © (Al X 
X А^, поэтому нужно только доказать, что ©(A1xA2)ZD©(AiXA2)- 
• © (Аа X АД. Обозначим через Е* оператор проектирования в на §а 
и определим оператор Вав §а равенством B2E2g = Е2Аз§ для g€®(AD. 
Согласно теореме 1 в (3)

В^А^. (2)

Пусть теперь Ф € ® (А[ X АД • ® (Ах X АД; тогда Ф б (§2 X §2) (§t X §2) = 
= §1X §2- Положим Ф = (А, X АД Ф; тогда 'I = (Ai X А2) Ф = (Ai X Аа) Ф. 
Поэтому также Ф б X $а) ($2 X §Д = §! X §2, так что, в частности, 
Е^)Ф = Ф, В^2)Ф = Ф. Отсюда для любых /6® (АД, gg©(A2*)

(Ф, f X E.g) = [Е^, f X g} — ('Г, / X g) = (Ф, A^f X A"g) =
= (^2)Ф, A*f X ^g) = (Ф, Alf X E^g} = (Ф, A;f X B.E.g).

* По поводу терминологии см. Ph а также (а, 3).
** А\ в £h называется расширением второго рода оператора А, в (С 

если Я) (АД • §! = (Ai) и А[ = А, в Л) (А,). При этом 2) (А) обозначает область 
определения оператора А. Подробнее о расширениях второго рода см. ( J.

-2 - -Доила дм.. А и -И
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Пользуясь (2), заключаем отсюда, что для любого Фх б © (A} X АД 

(Ф, ФД = (Ф, (А}х АДФД,

следовательно, Ф 6 ф ((AJ х АД*)  = ф (X А2).
Пусть теперь Н — симметрический оператор в гильбертовом простран­

стве §. В дальнейшем: через ЭДД. (Я) мы будем обозначать совокупность 
всех векторов /, удовлетворяющих соотношению H*j  — 'kf, / (X) =£ О, 
а через F\(H)— оператор проектирования в § на ЭД}х(Я).

Теорема. Пусть Нг, Нг —замкнутые симметрические операторы 
6 §17 §2> а ЯД Я2 6 §Д §2 — какие-либо самосопряженные расширения 
второго рода операторов Н*.  Пусть, далее, Е1,Ег — операторы проекти­
рования в §Д §2 на §15 §2; тогда для любого недействительного X*

ЭДЬ (Я, X Н^ = (ЯІ х Я2) -VE(̂  (Н1 X Н2). (3)

Доказательство. Пусть Ф€ЭД}х(Я} X Я2); тогда (Я} X Я2)*Ф  = ХФ. 
Очевидно, Hi х совпадает с Ht х Н2 в области определения последнего. 
Отсюда, повторяя рассуждение, приведенное в начале доказательства 
теоремы 1 в (3), заключаем, что

(я; X ну Ф = (Нг X Н^Е^Ф.
Поэтому

(Н± х ЯД’Я^Ф = ХЯ^Ф, (Hl х Я2) с ЭДЬ. (Н. X Н^.

Аналогично х х Я2), так что и

(Я1 х Я2) (Н1 X Н^ с ЭДЬ (Hl X Яа). (4)

Предположим теперь, что левая часть в (4) является правильной 
частью правой. Тогда существует отличный от нуля элемент Ф^ЭДД^ х Н,} 
и ортогональный к левой части (4). В частности, для любого 
'ГбЭДД^хЯД

(ф, Ф) = (Я?’ф, Ф) = (Ф, = о,

так что Ф ± ЭДД. (Я} х Я2). Поэтому Ф представим в виде

Ф = (Я;ХЯ2)Я1-ХЯ1, Я^ф^хЯД; 
аналогично

ф=(я1Хядя2-хя2, я2£ф(Я1Хяд.

Но тогда Ф = (Н[ X ЯД F. - XF1 = (Я} х ЯД Я2—ХЯ2, следовательно, 
((ЯІхЯД^-Я,), ^-ЯД-Х^-^, я1-я2) = о.

Так как Я} х Н2 — самосопряженный оператор, то отсюда следует 
Fi = F2, так что Fi g ® (Я} х Я2) • ф (Яі х ЯД. Согласно лемме, отсюда 
следует, что Ft £ ф (Ях х Я2); поэтому

ФКЯ^ЯД^ —ХЯ1==Ф, Ф = 0.

* АЯИ обозначает область изменения А на Ж, ЭЛ — замыкание ЭЛ, ЭЛ+ Э1 —сово­
купность всех элементов вида f + g, / ЕЭК, g£3?.
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Полученное противоречие показывает, что левая часть в (4) не может 
бьііь правильной частью правой, т. е. (3) имеет место.

. Теперь, для нахождения дефектных подпространств Н х Н. остаетсяі 
в Согласно этой последней, 

йлД“гХ л2) и ЭДа (л 1 х На), J (к) 0 состоят из элементов Ф' и ф'
представимых в виде

— О -|-со
Ф' = С (Iх) х (^1) Ф!

-оо +0 н 
— 0 4-со

Ф 7 = С J Х ^2 (Iх) ’Р»

-оо 4-0 И

где £1(р), ^2 (4 - спектральные функции и Н'2. Отсюда ^{Н х Н
состоит из элементов вида v 1 2

— О 4-00J+ 0^^
-оо 4-0

-О 4-оо
X (Я2) Ф +Е^ Г С + Q F, X dE^ (р) Ф, 

11 -оо 4-0 И
Ф6&Х&. Ф€£>1Х&

и их сильных пределов.
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