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Как мною уже было показано существуют такие замкнутые 
симметрические операторы, квадрат которых имеет область определе­
ния, неплотную в рассматриваемом гильбертовом пространстве. Однако 
более точное исследование показывает, что существуют также замкнутые 
симметрические операторы, квадрат которых определен только на ну­
левом элементе пространства.

Для получения этого результата нам придется ввести в рассмотре­
ние многозначные операторы и установить для них некоторые, весьма 
простые соотношения.

Пусть § —произвольное гильбертово пространство. Совокупность 
паР {/>g}> /,g€§ также образует гильбертово пространство, если опре­
делить основные операции следующим образом:

1) а {/> g} = {ЯЛ «g}> я — скаляр;
2) {/и gj + {/а, g2} = {Л + /2, gy + g2};
3) ({/, g},{A, gt}) = (/,/2) + (g, gj-
Это последнее пространство обозначим через
Всякое подмножество S CZ $ © § порождает (вообще многозначный) 

оператор А- следующим образом: если {f,g}£&, то / входит в область 
определения А (эту последнюю будем обозначать через Д) (А)) и g = Af. 
Множество S будем называть графиком А и обозначать через 58(A), 
Оператор А назовем линейным, если 58(A) линейно, и замкнутым, 
если 58(A) замкнуто в смысле метрики в §©§.

Оператор А назовем расширением В(ААВ), если 58 (A) Z) 58 (В). 
Всякий оператор А имеет (вообще многозначное) минимальное линейное 
замкнутое расширение А, которое мы будем называть замыканием А. 
Очевидно, 58 (А) = 58 (А), где © обозначает замкнутую линейную обо­
лочку множества S. Очевидно далее, что из А АЗ В следует A ZD В.

Определим теперь оператор U в равенством

U {/, g] = {g, -f}

 

  
  

   
  

и введем оператор А*,  полагая

* См. (1).
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А*  будем называть сопряженным к А оператором. Из самого опре­
деления следует, что Л*  линеен и замкнут; далее А ~) В влечет за собой 
A*CZB*.  Наконец, в силу V1—— 1, 25(А**) = 25 (А), т. е. А** —А. 
Пусть теперь Л — произвольный линейный оператор в Рассмотрим 
совокупность ад (А) всех g^^, для которых {0, g}g5B(A); очевидно, 
это будут те вектора, на которые отличаются значения Л/, соответст­
вующие одному и тому же /. Совокупность ад (А) назовем областью 
многозначности А. Обозначая вообще через О@& совокупность 
всех пар имеем

0©ад(А)-®(А)(В@§);
отсюда 28(A) линейно 
то и ад (А) замкнуто.

для любого линейного А. Если же А замкнут,, 
В частности, ад (А*)  всегда линейно и замкнуто. 

Найдем связь между ®(А) и ^(А*).  Пусть /СФ(А), £бад(А*);  тогда 
{O,g} е (©©$)© и% (А), {О, g} 1Я23(А), {О, g} 1 {Af, -Д}, (g,f) = 0T

обратно, из последнего соотношения следует 

{o,g}e«(A*),  geад(A*).
1 аким образом

ад(А*)=$©®(А);  ®(А)=§©ад(А*).  (1)
Определим еще произведение АВ двух операторов А и В. АВ имеет 

смысл, если В/ имеет смысл и, хотя бы для одного из значений В/. 
A(Bf) имеет смысл. Тогда по определению ABf = A(Bf), причем допу­
скаются все значения В/6® (А) и все значения А для таких В/. Легко 
проверить, что (AB)*ZD  В*А*.

Обратимся теперь к замкнутому симметрическому оператору Н 
в пространстве который, конечно, однозначен. Однако различные 
с опряженные операторы и замыкания, которые будут встречаться 
в дальнейшем, не ооязательно однозначны. Равенства между такими 
операторами следует понимать тогда в смысле совпадения их графиков.

Повторяя, в основном, те же рассуждения, что и в доказательстве 
теоремы 1 ©, приходим к следующей теореме:

Теорема 1. Для любого замкнутого симметрического оператора Н

(Н*)*  = Н*.  (2)
Далее имеет место
Теорема 2. Для любого замкнутого симметрического оператора * Н

ад(^2) = (В*я+1)$,

где ^ = ®(Я*Я)(ад- +ад+).
Доказательство. Пусть 7г=(Я*Я+1)  р, р£ Так как /^ад+ад^ 

то существуют ?,гЕад , фнеад+ такие, что <рп+фп—>р; тогда Н* 2 (ср«4-фп) = 
— ^п~^п—> — р. С другой стороны, (В*Н),  Н*~р  = Н*Нр.  Таким 
образом {р, — р] g 53 (Я* 2) и {рД1*Нр}^^(Н* 2), следовательно, также 

{О, Н*Нр  + р] Л-(Н*Я  + 1)/9еад(Я^2). Пусть, обратно,

* Эй , 2Г(+ собственные подпространства Н*, соответствующие — i, i.
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Тогда существует последовательность gn =/п + <рп + фп —* О, 
?©ад такая, что

я*2 gn = H*Hfn - ?n - Фп -> h•

Но тогда H*Hfn-\-fn—>Л, fn —> (Н*Н +1© h g $ (Н*Н). С другой сто­
роны, полагая / = (Н*Н +1)-1 h, имеем

/ = - нт (Тп+фп) е ад-+ад+, 
так чго

/е® (н*н) ■ (ад- +ад+)=h=(н*н+іме(н*н+i)$.

Теперь легко установить, что для симметрического оператора Я, по­
строенного в конце С), ®(№) = (0). В самом деле, для этого оператора 
ЭД- + Ш© = так что

$ = ® (Н*Н), ад (Я^2) = (Я*Я +1) ® (Я*Я) =

Отсюда в силу (1) и (2)

® (Я8)=§ е Ж (Я2*) = © © ад (я^) = (0).
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Академии Наук СССР 26 IV 1940
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