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Аннотация. Предмет исследования – волновое уравнение с источником 

в среде со слабой пространственной нелокальностью. Такое уравнение от-

личается от классического варианта наличием дополнительного члена, со-

держащего искомую функцию в виде частной производной четвёртого по-

рядка по пространственной координате. Выполнено преобразование неза-

висимых переменных, позволяющее строить точные частные решения в 

виде бегущих волн, которые генерирует источник, нелинейным образом за-

висящий от искомой функции. Скоростной режим бегущей волны (дозвуко-

вой, звуковой, сверхзвуковой) характеризуется числом Маха, равным от-

ношению скорости перемещения волны к скорости распространения малых 

возмущений. Рассмотрена функция источника, аналогичная той, что при-

меняется в классическом случае для двойного уравнения синус-Гордона. 

Решение имеет вид кинка, который соответствует двум состояниям равно-

весия системы «среда – источник». Установлена связь между параметрами 

источника и аналитической структурой кинка (область определения реше-

ния, знак наклона кинка и скорость его перемещения). Показано, что по от-

ношению к безразмерному параметру нелокальности квадрат числа Маха 

есть функция монотонно возрастающая/убывающая для сверхзвуково-

го/дозвукового скоростного режима. Вместе с тем по отношению к одному 

из параметров источника квадрат числа Маха – немонотонная функция, 

которая имеет минимум/максимум в сверхзвуковом/дозвуковом случаях. 

Соответствующие экстремальным режимам функции источников отлича-

ются одна от другой инверсией областей, где эти функции положительны и 

отрицательны. Для уравнения синус-Гордона сопоставление классического 

и нелокального процессов показывает, что различаются не только области 

определения сравниваемых решений, но и скоростные режимы (дозвуковой 

– сверхзвуковой) движения кинков. В случае кубической нелинейности ис-

точника получены решения, представляющие собой слабый разрыв иско-

мой функции либо уединенную волну. Рассмотрено кинк-решение, зависи-

мость которого от волновой координаты определяется гиперболическим 

тангенсом. Выполнен сопоставительный анализ свойств полиномиальных 

(третьей и пятой степени) функций источников, генерирующих такую бе-

гущую волну в классической и нелокальной средах. 

Ключевые слова: нелокальность; кинк; дозвуковая и сверхзвуковая волна; 

уравнение Клейна–Гордона; кубическая нелинейность источника. 
 

Введение. Волновое уравнение с источником имеет  следующий вид: 
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где τ – функция, характеризующая некоторое физическое свойство среды; t – время; x – декартова 

координата; w – скорость распространения малых возмущений;  k   – функция источника; 

2
1 – параметр слабой пространственной нелокальности, см. [1]  и указанную там библиогра-

фию. В монографиях [2, 3] изложены прикладные аспекты задач о волновых процессах в про-

странственно нелокальных средах. 

Для перехода к безразмерной формулировке применяем масштабы τb, tb: 

 bt t t ,   'bx wt x    ,  b   , 

 2
b bk t k   
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В результате получаем следующую форму записи нелокального волнового уравнения в пре-

деле слабой нелокальности 

 
   

 
2 2 4

2

2 2 4
' '

k
t x x



  
 

  
  

  
.     (1) 

При ε  =  0 имеем в (1) уравнение Клейна–Гордона, которое позволяет исследовать нелиней-

ные волны различной физической природы [4, 5]. Современные результаты и библиография ис-

следований нелинейных гиперболических уравнений с источниками даны в [6–9]. Набор извест-

ных в литературе точных решений нелинейного уравнения Клейна–Гордона представлен в [10]. 

Цель данной статьи – рассмотреть для нелокального уравнения (1) новые точные решения 

типа бегущей волны в среде с источником  υk  , имеющим синусную либо полиномиальную 

нелинейность. 

Преобразование волнового уравнения. Уравнение (1) запишем в виде системы, опреде-

ляющей две неизвестные функции τ, θ: 

 
 

2 2

υ2 2

τ
k

t x'

 
 

 
, 

 

2
2

2

τ
τ

x
 


 


. (2) 

Обозначим τ 'x u   , τ t v   , и тогда (2) принимает вид 
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Выполним преобразование независимых переменных    ', τ,x t t . Результатом вычислений 

является следующая форма записи уравнений (3) [11]: 
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Рассмотрим автомодельный вариант u = u (τ), v  = v (τ), для которого  

v uM  , τ  = τ (ζ), ζ x Mt  , constM  . 

Скорость перемещения линии ζ = const равна N dx dt . Число Маха /M N w  определяет 

дозвуковой ( 2 1M  ) либо сверхзвуковой ( 2 1M  ) скоростной режим. Уравнение (5) запишем в 

виде  

2τ
τ

dU
  


, 2 2U u , 

подставим в (4) и в итоге получим 
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Зависимость искомой функции τ  =  τ(ζ) от волновой координаты ζ определяется выражением 

 
 

1 2
2

d
d

U


  . (7) 

Обсудим частные примеры зависимостей  U U  , позволяющие проинтегрировать (7) в 

конечном виде и получить физически содержательные функции источника  k  . 

Синусная нелинейность источника. Обозначим τ τn  , где n – произвольная положитель-

ная константа. В формуле (7) возьмем знак «+». Пусть  
1 2

2 cosτU A  , А ≡ const. Решение типа 

кинк, описывающее переход между двумя состояниями равновесия системы «среда – источник», 

имеет вид 
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  12arctg exp
2

C n A


        , C1 > 0,  ,    ; A, C1 – const. (8) 

Здесь верхний знак «+» относится к области определения решения  2, 2    . Наклон кин-

ка положителен при А > 0:   ,  2   ;   ,  2  . Наклон отрицателен при 

А < 0:   ,  2  ;   ,  2   . Знак «–» перед арктангенсом в (8) относится к 

интервалу  τ 3 2, 2    . Наклон этого кинка отрицателен при А > 0:   ,  2   ; 

  ,  3 2   . Наклон положителен при А < 0:   ,  3 2   ;   , 

 2   . 

Данный процесс генерируется источником 

 2 4sin2 sin4k n k k     ; k2, k4 – const. (9) 

При ε  ≠ 0 свойства коэффициентов k2, k4 и их связь с параметрами задачи состоят в следующем: 

  
1 2

2 2 2
44 3A k n  , 4 0k  ; (10) 

 2
4 22

2 4
1

3
M k k

A

 
   

 
. (11) 

Если  2 44 3k k , то процесс сверхзвуковой. «Звуковое» решение 2 1M   получаем при 

2 44 3k k . Дозвуковой режим движения кинка наблюдается при 

 2 44 3k k ,    
22

4 2 43 4 3k k k      . 

Последнее неравенство всегда будет выполнено при достаточно малом 2  . 

Итак, порядок вычислений следующий. Заданные параметры k2, k4 определяют скоростной 

режим движения кинка. Область определения решения соотносится с выбором знака «+» или «–» 

в (8). По формулам (10), (11) подсчитываем 2A , 2M . Посредством произвольной положительной 

константы С1 задаем начальное значение  0   . Далее указываем знак А, т. е. фиксируем знак 

наклона кинка. Выбор знака величины М указывает направление его движения. 

Формулу (11) можно представить в виде  2
1 4 21 ε 4 3 3M k k      , который позволяет 

проследить зависимость скорости движения кинка от параметра нелокальности среды 

 
1 2

2
1 4ε 0k   . А именно: в сверхзвуковом режиме  2

1ε 0M   , в дозвуковом режиме 

 2
1ε 0M   . 

Обсудим  свойства функции источника (9), применяя выражение 

  2 4sin2 2 cos2k n k k     ,  3 2, 2    . (12) 

При всех скоростях движения 0k   там, где sin2 0   , т. е. при 3 2    , –, –/2, 0, /2. 

Существование либо отсутствие других корней 1    уравнения   0k     связано со знаком 

параметра 2  и со скоростным режимом 2M . Для сверхзвукового процесса корни вида 1   , 

 1 0k   
 
существуют при следующих условиях: 1) ε  <  0, k4  > 0, 0  <  (–k2)  <  2k4, 1cos2 0   ; 2) 

ε  <  0, k4  > 0, 0  <  k2 < 2k4, 1cos2 0   ; 3) ε  >  0, k4  < 0, (3k2/4) <  k4 <(k2/2) < 0, 1cos2 0   . Для 

дозвукового процесса: 1) ε  <  0, k4  > 0, 0  <  k2 < 2k4, 1cos2 0   ; 2) ε  >  0, k4  < 0, 0  <  k2 < (–2k4), 

1cos2 0   ; 3) ε  >  0, k4  < 0, (4k4/3) <  k2 < 0, 1cos2 0   . 

Отметим немонотонную зависимость 2M  от параметра источника k4:  2
4 0M k   , если 

 4 23 4k k  , т. е. функция (12) равна 

  42 sin2 cos2 2 3k n k        . (13) 
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В сверхзвуковом режиме имеем минимальное значение 2
min( )M  при k4  > 0, ε  <  0, 

 2 44 3 0k k   . В дозвуковом режиме максимальное значение 2
min( )M  достигается при k4  < 0, 

ε  >  0,  2 44 3 0k k   . Это значит, что соответствующие до- и сверхзвуковому режимам ис-

точники вида (13) отличаются один от другого инверсией областей υ 0k   и υ 0k  . На рис. 1 

схематически показан пример такой инверсии для 1cos2τ 2 3  ,  τ 2, 2   . 

Отдельный вариант k2  = 0 (см. (9)–(11)) представляет собой точное решение (8) нелокально-

го уравнения синус-Гордона, для которого 

 4 sin4k n k   , n   , n > 0,  2 2
41 8 3M k A  . (14) 

Здесь 2A  по-прежнему определяется формулой (10). Движение кинка дозвуковое при ε  >  0, 

  2
40 [3 16 ]k    . Сверхзвуковой режим имеем при ε  <  0, k4  > 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Инверсия областей kυ > 0 и kυ < 0 для источников (13),  

соответствующих экстремальным скоростям движения кинка 

Важный частный случай решения (8)–(11): если ε  =  0, то k4  = 0, А – произвольная постоян-

ная, и функция (8) – это известное решение [4, 5] уравнения синус-Гордона, 

  2 sin 2k nk n  ,  2 2
21 2M k A   . (15) 

Здесь 2 1M  , если k2 <  0 ; 20 1M  , если  2
20 2k A  . Своеобразие ситуации в том, что 

аналитическая структура кинка (8) одинаковая для классической (ε  =  0) и нелокальной (ε  ≠  0) 

сред. Основные различия между этими процессами видны из формул для 2M  в (14) и (15). Возь-

мем для наглядности одинаковые источники: 

02 4n n n   , 0 2 4k n k n k   , 0 0n  , 0n  , т. е. 2 4sgn sgnk k ,  sink k n   , 

где нижние индексы «0» и «ε» относятся к классической и нелокальной средам соответственно. 

Тогда имеем 
2 2
0 2 01 2M k A  , 2 2

41 8 (3 )M k A   . 

Следовательно, различаются области определения решений и скоростные режимы (дозвуковой – 

сверхзвуковой) движения кинков. 

Кубическая нелинейность источника. В формуле (7) применяем оба знака «±». Возьмем 

    
1 21 2

2 32 τ τU A A  ; А2, А3 – const  (16) 

и получим 
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Величина τ (ζ = 0) зависит от выбора константы С1 > 0. 
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Вариант 1: слабый разрыв. Пусть A2 > 0, A3 > 0, τ  >  0, 0 < C1 < 1. Решение (17) содержит две 

ветви, смыкающиеся при ζ = 0 и образующие слабый разрыв функции τ (ζ): при ζ = 0 терпит раз-

рыв первого рода первая производная dτ /dζ, см. верхнюю часть рис. 2. В формуле (18) знак «+» 

относится к левой ветви, ζ 0 ,  2exp ζE A , dτ /dζ  >  0; знак «–» – для правой ветви, ζ 0 , 

 2exp ζE A  , dτ /dζ  <  0. Здесь τ (ζ = 0)  >  0 для обеих ветвей. 

Если A2 > 0, A3 < 0, τ  <  0, C1 > 1, то решение (17) содержит по-прежнему две ветви, образую-

щие слабый разрыв, но меняется конфигурация этих ветвей, см. нижнюю половину рис. 2. В 

формуле (18) знак «–» относится к левой ветви: 0  ,  2exp ζE A  , dτ /dζ  <  0; правая ветвь: 

знак «+», 0  ,  2exp ζE A , dτ /dζ  >  0. Здесь τ (ζ = 0)  <  0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2. Кубическая нелинейность источника (20): решение (17), содержащее слабый разрыв 

Вариант 2: уединенная волна. В этом случае следует взять (–A2) < A3τ  <  0. Из (7), (16) после 

интегрирования получаем гладкое решение 
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,  2exp ζE A , A2 > 0, ζ = 0, dτ /dζ  =  0. (19) 

Формула (19) дает уединенные волны, различающиеся знаком функции τ (ζ): 1) τ  >  0 при A3 < 0, 

 2exp ζE A  ,  ζ ,    (см. верхнюю часть рис. 3); 2) τ  <  0 при A3 > 0,  2exp ζE A , 

 ζ ,    (см. нижнюю часть рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3. Кубическая нелинейность источника (20): уединенная волна (19) 

Волновые процессы, которые описываются решениями (17) и (19), вызваны воздействием 

источника 

 3
υ 1 3τ τk k k  , 1 3 0k k  , (20) 

для которого выполнены соотношения 
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Напомним, что для всех рассмотренных здесь вариантов A2 > 0. Следовательно, сверхзвуковой 

( 2 1M  ) режим движения имеем для ε  >  0, k1  >  0, k3  <  0. Если k1  <  0, k3  >  0, 

   2
10 4 25k      , то режим движения дозвуковой,  2 0,1M  . Функция (20) обращается в 

ноль в трех точках: τ  =  0,  
1 2

1 3k k    . Решения (17) и (19) содержат дробь A2/A3, которая оп-

ределяется только свойствами источника:  2 2
2 3 1 315 8A A k k  . Информация о влиянии парамет-

ра нелокальности 2  заключена в показателе экспоненты  2 2ζ A x Mt A  , где 

 2
2 2 15 4M A A k  . Выбор знака константы А3 соответствует тому обстоятельству, что для сла-

бого разрыва А3τ  >  0, а для уединенной волны А3τ  <  0. 

Частный случай ε  =  0 дает тривиальное решение линейного однородного волнового уравне-

ния: k1  =  0, k3  =  0. Воздействие источника (20) обусловлено именно нелокальными (ε  ≠  0) свой-

ствами среды. 

Источник – полином пятой степени. В формуле (7) возьмем знак «+» и примем 

  
2

1 2

2

τ
2 1U br

b

 
   

 
; b, r – const. 

В результате вычислений получаем 

  τ th ζb r ,  τ ,b b  ,  ζ ,   . (22) 

Тогда при ε  ≠  0 функция  υ τk  в (6) представляет собой полином, содержащий степени τ, τ
3
 и τ

5
 

– запись не приводится. Если ε  =  0, то член τ
5
 отсутствует, и функция (22) – это известное [4, 

с. 640] кинковое решение, генерируемое источником 
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,  2 2

01 2M k r  . (23) 

Здесь k0, r, b – свободные параметры. Скорость перемещения бегущей волны сверхзвуковая, если 

k0  >  0; скорость волны дозвуковая, если (–2r
2
)  <  k0  <  0. В нелокальном случае заслуживают вни-

мания два частных примера, для которых  υ τk  содержит τ и τ
5
 либо τ

3
 и τ

5
. 

I. 
2 2

υ 1 2 2

τ 2 τ 2
τ 1 1

3 3
k k

b b

  
      

  
,  4 2

1 36r k  , 1 0k   , 2 2 21 20M r   . (24) 

Сверхзвуковой режим: ε  <  0, k1  < 0. Дозвуковой режим: ε  >  0,  2
10 0,09k   . 

II. 
2

3
υ 3 2

2τ
τ 1

3
k k

b

 
   

 
,  4 2 2

3 36r k b  , 1 0k   , 2 2 21 2M r   . (25) 

Сверхзвуковой режим: ε  <  0, k3  <  0. Дозвуковой режим: ε  >  0,  2 2
30 9k b   . 

Сравним классический вариант (23) с источниками (24), (25), воздействие которых обуслов-

лено нелокальными свойствами среды, ε  ≠  0. Для представленных примеров одной и той же ана-

литической структуре кинка (22) соответствуют функции источника (23), (24) и (25), различаю-

щиеся степенями τ в отдельных слагаемых [(τ,τ
3
); (τ,τ

5
); (τ

3
,τ

5
)], но имеющие одинаковое число 

ненулевых действительных корней вида τ  =  τ1,  υ 1τ 0k  . Эти корни, соответственно, такие: b ; 

 
1 4

3 2b ,  
1 2

3 2b . 

Заключение. Получены точные частные решения нелокального волнового уравнения (1) с 

источниками. Для синусной нелинейности (9) источника построено кинк-решение (8). Его част-

ным случаем является точное решение (8), (10), (14) нелокального уравнения синус-Гордона. В 

случае кубической нелинейности (20) указаны зависимости, которые описывают слабый разрыв 

(17) либо уединённую волну (19). Даны примеры (14), (15) и (23)–(25) сопоставления свойств 

классической и нелокальной сред. Определены условия существования дозвуковых и сверхзву-

ковых режимов распространения бегущих волн. 
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EXAMPLES OF EXACT SOLUTIONS OF THE NON-LOCAL WAVE EQUATION 
WITH NONLINEAR SOURCES 
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Abstract. The scope of the study is a wave equation with a source in a medium with weak spatial 

nonlocality. The equation is distinguished by an additional term containing the function sought as a 

fourth order partial derivative of the spatial coordinate. The transformation of independent variables en-

ables the construction of accurate partial solutions in the form of waves generated by a nonlinear source 

which depend on the desired function. The velocity regime of the wave (subsonic, sonic, supersonic) is 

characterized by the Mach number equal to the ratio of the velocity of the wave to the propagation ve-
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locity of small perturbations. A source function similar to the classical case for the double sine-Gordon 

equation is considered. A kink solution corresponds to two equilibrium states of the medium-source sys-

tem. The relation between the source and the kink structure (the area of the solution, the sign of the kink 

obliquity, and the velocity of its movement) has been established. It is shown that in relation to the di-

mensionless parameter of nonlocality, the square of the Mach number is a monotonic increas-

ing/decreasing function for the supersonic/subsonic velocity mode. In relation to one of the source pa-

rameters, the square of the Mach number is a non-monotonic function with a minimum/maximum in the 

supersonic/subsonic cases. The source functions corresponding to the extreme modes differ from each 

other by the inversion of the areas where these functions are positive and negative. For the sine-Gordon 

equation, the comparison of the classical and nonlocal processes are different not only in the areas of the 

solutions, but also in the velocity modes (subsonic/supersonic) of the motion of the kink. The cubic non-

linearity of the source gives solutions representing a weak discontinuity of the function sought or a soli-

tary wave. A kink solution depends on the wave coordinate and is determined by a hyperbolic tangent. 

The paper provides a comparative analysis of the properties of the polynomial (third and fifth degree) 

functions of sources generating a wave in classical and nonlocal media. 

Keywords: nonlocality; kink; subsonic and supersonic wave; Klein–Gordon equation; cubic nonlin-

earity of the source. 
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