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МАТЕМАТИКА

В. Г. ПЕВНЫЙ

НЕКОТОРЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РАВЕНСТВА ДЛЯ ОБОБЩЕН­
НЫХ ГИПЕРГЕОМЕТРПЧЕСКИХ РЯДОВ И ФУНКЦИЙ WHITTA­

KER а

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 4 V 1940)

В своей статье «On Sonine’s polynomials» проф. Н. С. Кошляков 0) 
дал следующее функциональное равенство:

+н j у'd -уГ > Су) чу, (1)
О

— Я(р)>0,
где ’ (z) есть полином Сонина или обобщенный полином Laguerre’a:

Задача настоящей заметки дать аналогичные соотношения для обоб­
щенных гипергеометрических рядов и функций Whittaker’a.

Рассмотрим обобщенный гипергеометрический ряд:

F ( аг, а2 , . . . , ар- ) _ у, Г (Я1 + s) ... Г (ар + s) Г {bj ... Г (bq) g
Р q\ bL,b2, ... , bq- j (aj ... Г (a) r^ + s) ... Г (b + s) Z

7 s=0 4
bi не равно целому отрицательному числу или нулю).

Пусть Р означает контур в комплексной плоскости, начинающейся 
в некоторой точке на вещественной оси между нулем и единицей, 
обходящий точки 0 и 1 в порядке (1 + , 0 + , 1 —, 0 —) и возвращаю­
щийся в исходную точку.

Тогда имеет место следующее функциональное равенство:
„ ( яі, а2, .. . , ар ; 1

pFQ к к к % У —I bi, b2, . . . , bq ; )
 г(&i)г(1—&1)г(1+&; — ь^ $ х

р
■ { ь\\ь2,... tz}dt- (2)

Здесь и ниже предполагается, что в начальной точке arg(—t) = 
= arg(t —1) = —«.
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В предположении, что ни а±, ни «I не равны целому отрицательному 
числу или нулю, мы получаем

р / «1 , «2 , 
Q 5 к кI 61, Ьг, 

Г (а;) Г (1 — Д1) Г (1 — а* + а
— 4ла

^■Z}-

( — t)^ —

XPFq( - zt У dt.
р ,q { Ьг, b2, ... , bq- ) (3)

Так как
—я;

п v > Г (а + 1) п! 
то из равенства (2) следует:

т (“) Г ( — а*) Г (1 + а*) Г(1 + а’ —а) Г (n + а 4- 1) 
— 4л2Г (п + а*<р

откуда нетрудно вывести равенство (1).
В другом частном случае для обычного гипергеометрического ряда 

Л«, Р; у; z 1

мы получаем:

х J ( —«)г‘-1(г — 1)г-г*-1^(а, Р; у’; zt^dt, (2')

Ла,Р;у;2) = !^^^

X —I)**-’-1 ^(а‘, Р; у; zt)dt. (З')
р

Формула (2') дана недавно Erdelyi (2).
Равенства (2), (3) дают целый ряд частных формул. Так, например, 

при p = q получаем:
( а1,а2, ... ,ая; }Л ____ г (Ь{)

а q t b,, b2 , . . . , bq ; “ f 11 Г (aj Г (i.— a,-)

І <7

J П — ti^-^e^-^dtid^ ...dtq, 
0 i=l

(4)

#(ф)>0, R{bi — а,)>0.
При p = q + 1

KT ( , ^2 , • •
q+1Fq[ b^b*, ..

, aq , aq+i; 1 _ X г (6^
, 6g; J 11 Г(а{)Г(Ь(-аі)

2=1

1 1

р

Р

1 Q
Yit?-1 (i(i-t.h... tqz)-a^d^dh...dtq, 

0 i=l
(5)

R(ai)>Q, R(bi—йі)>0.
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В зависимости от того, какой из верхних параметров принят за 
ag+i, получим ? + 1 различных формул вида (5).

Следствием из (3) является:

e2WhM =

1

+ х(^-т-к + к'

v(~ + m~k^ Г^1-гп-^Г(Н 

у^-1 (1 - yf-1 eTWk-h.,m (zy) dy,

X

(6)

R(j±m-k)>0, R(k')>0,

где Wh>m(z) — функция Whittaker’a (3).
Подобный результат получаем, исходя из асимптотического разло­

жения Wktm(z), а именно:
- Г (т — А + -1 + 23^)

е2 Wh,m(z) = —>------------2 ------Л х
Г Qtw— * + Г (28)

1 т —-S —
(7)

О 
при

/?(о)>0, R (т — й + > 0, R(m)^0, I arg z I < у тс, z Ф 0.

Доказательство последнего равенства, несколько сложное, будет 
дано в другом месте.
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