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I. Матрицы анаморфозы полиномов Массо

Пусть полином F представлен в виде

= (1)
і=0 ]=0

полинома от переменных с коэффициентами из кольца <£Sk>
полиномов от tk (здесь к = 1,2,3; при k-\-l^3 tlk+i— 4+і-з).

Назовем к-ой матрицей анаморфозы или А-ой A-матрицей поли
нома (1) матрицу Т^ = || ||, рассматриваемую как таблипу с двой
ным входом

Tw 1 гй+2 • ' ’ lk+2

’h+l 4? ■ • vw
' 0, ты
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Выберем для tk+i (Z = l,2) систему Rk+i некоторого числа поли
номов

(^fe+Oi В^+ЦО, Rk+l.mtc+c'’ [при к + I > 3 Rh+l = 7?й+1-з] (3) 

с коэффициентами из кольца так, чтобы соблюдались следующие 
три условия:

a) Rfe+i.o,---, Rfe+i.ms+j —полиномы степени не выше mh+i порядка 
полинома F (i1? f2, t3) относительно переменной tk+i-



b) Элементы каждой из систем (Bft+I) G= 1, 2) должны быть линейно 

независимыми по кольцу т. е. из тождества Д (th) R^i.i^O 

следует всегда (i = 0, mk+e).
с) Существует такая матрица = с элементами из кольца 

из (l+wife+i) строк и из (1 + 7Дй+2) столбцов, что для заданного 
полинома B(<1,ta,Z3) имеет место тождество

тк+1 тк+2

р м = 2 2 (4)
• 1=0 з’—0

Матрицу Г('° = || назовем й-ой кусочной 4-матрицей полинома 
Р системы (B&+i) и (Вй+2) — первой, второй системой образую
щих этой матрицы.

Ранг ?й, инвариантные множители Ё^, ...,E~h) матрицы Т(/г), 
Л-ой кусочной 4-матрицы полинома F(t1,t2,ts), образующие системы 
которой состоят из полиномов, не зависящих от удовлетворяют
равенствам

= 8ft (5)

Ё^Е^ (i = l,2,...,8ft), (6)

где —ранг матрицы TW, к-ой 4-матрицы полинома F(t,,t.,t,) и 
^(k) „(к) ' 11 2 37Hi , ...jjbss —ее инвариантные множители.

Будем считать, что в анаморфозе 4

Р ^з) — I fkl fk2 fk3 I (7)

линейно независимы все те из функций системы
(Rk+1) fh+l, lj fk+1, 2, fk+1, 3,

которые отличны от нуля, и что таковы же и функции системы

(Вй+г) fk+2, 1, fk+2, 2j fk+2, 3, 

отличные от нуля.
Системы (Bfe+i) и (Rk+o} являются образующими системами Л-ой 

кусочной 4-матрицы полинома F Эту матрицу назовем й-ой
матрицей Массо полинома F (t2, t2, ts), соответствующей'анаморфозе 4, 
или к-ой его М матрицей.

В зависимости от жанра полинома по отношению к каждой из пе
ременных tk+1, tk+2 за Л-ую 2И-матрицу данного полинома можно взять 
одну из следующих

> I fk+2,1 fk+2,2 /fe+2, 3

fk+l, 1 0 fh3 fk2

^к+І, 2 ~ fki 0 fkl (8)

/ h+1, 3 fk2 ~ fkl 0

775



I 4+2, 1 4+2, з
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(А+2, 2 = 0)

4+2, 1 4+2, 2 4+2, 3

4+1, 2 ~ 4з 0 41

4+1, з 4а — 41 0

(А+і,і=0)

(8")

(Л+і, 1 —0; Д+г, 2 = 0)

мт 4+2,1 4+2,3

4 + 1, 2 ~ 4з fki

4+1, з fk2 0

Ранг каждой из этих матриц равен двум и, следовательно, ранг 8ft 
каждой из A-матриц полинома Массо также равен двум.

Для A-матриц приведенных полиномов первые инвариантные мно
жители равны 1.

В работе указаны вторые инвариантные множители А-матрицы 
нормальных полиномов; в частности, для полиномов жанра 3 они 
также равны 1.

II. Анаморфоза полиномов

Расположим полином F t3) порядка mh относительно th по сте
пеням одной из переменных, например t3,

■ ПЦ (23) I АШ!-1) (23) ■ I (23)___р,. . ., /Ц\
Ы 910 А ы ?Н Т ••• А^ 91«! — -^ (Ip t3, t3). (У)

Здесь <fij ) — 9о (tt, tg).
Выделим из последовательности полиномов

(23) (23) (23)
910 , ?11 , ...,?im; (10)

подпоследовательность

<3),[^3) = Fu t3)] (11)

по следующему закону: Fli3) = 9w3\ a F^— первый из членов после
довательности (10), линейно не зависящий от первых, уже выделен
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ных (г — 1) членов подпоследовательности (И). Полином F (ix, t2, t3) 
может быть представлен в виде

Й1

(12)
г=1

где — некоторые полиномы переменной tv
Назовем представление полинома F (t2, t3) в виде (12) первым

каноническим разложением, полиномы — коэффициентами разло
жения, а систему полиномов Д,— образующей системой этого разло
жения.

к-ое каноническое разложение полинома Массо тогда и только 
тогда имеет два члена (rft = 2), если этот полином —жанра нуль отно
сительно переменной th.

Среди кусочных Л-матриц полинома Г(Д,Д,і3) при любом к 
(к = 1,2,3) найдется такая матрица, образующими системами которой 
являются образующие системы соответствующих канонических разло
жений полинома F t2, t3). При этом элементы такой матрицы — линей
ные комбинации элементов образующей системы к-го канонического 
разложения. Эту матрицу назовем канонической Л-матрицей.

Для полиномов Массо каноническая Л-матрица Tw эквивалентна 
7И(^-матрице Массо.

Если считать, что число столбцов матрицы не менее числа 
строк, то матрица может быть взята под одной из следующих 
форм 

0 4з 4а

- 4з 0 41

4а — 41 0

fk3

4'2

4з ° 41

4а ~ fhi 0

41

О

(13)

(ІЗ')

(13")

где fki — некоторые полиномы от переменной tk.
Для того чтобы полином F(t2, t2, ?3), имеющий неприводимый мно

житель от всех трех переменных, допускал рациональную анаморфозу, 
необходимо, чтобы при любом к {к = 1,2,3) для канонической Л-мат- 
рицы Tw, имеющей число столбцов, не меньшее числа строк, соблю
дались следующие условия:

1. Если имеет два столбца, то существуют такие постоянные а. 
и р, что произведение Р ■ • Q, где

1

о 1 (14)

дает матрицу ранга, равного двум, по меньшей мере с одним из эле
ментов, равным нулю, т. е. с точностью до перестановок строк столб
цов матпицу (13").
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2. Если ’ имеет три столбца, то существует такая неособенная 
матрица С с постоянными элементами, htoJ

-С = MW,

где матрица одной из форм (13) или (13'), и достаточно, чтобы 
одно из указанных условий имело место при каком-либо одном зна
чении к.

Приведенные условия позволяют не только решить вопрос о том, 
допускает или нет данный полином рациональную анаморфозу, но и 
указывает алгоритм ее отыскания для полиномов Массо.

Поступило
4 VII 1940
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