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В (3) нами было доказано существование канонических ё1 а в каж­
дом классе Р7множеств. Однако для того чтобы показать, что по­
строенный нами канонический элемент Еа является строго el а, мы 
доказывали, что Еа — универсальный линейный ё1 а, и тем самым опи­
рались на теорему о существовании В-множеств любого класса. Сей­
час мы дадим гораздо более простое непосредственное доказательство 
того, что построенные нами канонические элементы являются строго ё1а.

Напомним, что мы определяем каждый ё1 а с помощью некоторой 
A-системы из замкнутых множеств, полученной некоторым трансфи­
нитным процессом [см. (s)] из исходной A-системы С3, определяющей F&. 
При этом все цепи A-системы С3 непусты.

Лемма. Всякий ё1 а может быть определен с помощью А-системы 
Са, трансфинитно-эквивалентной произвольно заданной A-системе С., 
с индексом а.

Доказательство этой леммы проводится методом трансфинитной ин­
дукции. Опираясь на нее, мы без труда докажем требуемое предложение:

Теорема. Канонический элемент Еа является строго ё1а.
Пусть Еа—канонический элемент с индексом а, а СЕа—его допол­

нение относительно некоторого совершенного множества Р в простран­
стве Бэра.

Еа определено с помощью некоторой канонической A-системы Са, 
состоящей из совершенных множеств. Предположим, что Еа не является 
строго ё1 а, тогда как Еа, как и СЕа, является ёіа (3). В силу нашей 
леммы СЕа может быть определено с помощью некоторой A-системы С'а, 
трансфинитно-эквивалентной Са- Еа первой категории на Р. Следова­
тельно, СЕа второй категории на Р и среди элементов системы С'а 
найдется хотя бы один элемент fn^ дополняющий Р до конфигурации 
по два элемента и содержащий порцию Р. В силу структуры Са в этой 
порции найдется элемент рт1 системы Са, дополняющий Р до конфигу­
рации, эквивалентной Р, /П1. Рассуждая для рт1 так же, как для Р, 
мы найдем элемент fn2, дополняющий конфигурацию Р, /П1 и содержа­
щий порцию /№1, а внутри этой порции в силу структуры Са найдем 
элемент ртз, дополняющий конфигурацию Р, рт1 до конфигурации, 
эквивалентной Р, /П1, /П2.
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Поступая таким же образом счетное число раз, мы получим две 
последовательности элементов: одну — системы СД, другую — системы Са.

Р1 /«Ц /п2 1 • • • 1 • ■ ■ (1)

Р1 Рт^ Рт* г • • • > Ртк> • ■ • (2)

причем: a) pmkd fnii и б) каково бы ни было к, — к первых элемен­
тов последовательностей (1) и (2) образуют эквивалентные между собой 
конфигурации.

Последовательности (1) и (2) являются цепями исходных А-систем 
С3 и С'3 и определяют в силу а) точку х, входящую в оба исходных 
множества Е3 и Е3. Так как множества Еа и СЕЛ взаимно дополни­
тельны, то точка х входит в одно из них. Следовательно, одна из 
последовательностей (1) и (2) содержит цепь соответствующей А-системы 
с индексом а, определяющую х. Но тогда в силу б) и вторая после­
довательность содержит цепь, определяющую ж, что противоречит усло­
вию Еа • СЕа = 0. Таким образом, предположив, что СЕо. является ela, 
мы приходим к противоречию и, значит, Еа является строго ela, что 
и требовалось доказать.

Из доказанной нами теоремы как следствие получается известная 
теорема о непустоте каждого класса 5-множеств. При построении ка­
нонического элемента любого класса Еа мы, вообще говоря, применяем 
аксиому Цермело. Следовательно, и данное нами здесь доказательство 
непустоты классов в общем случае содержит аксиому Цермело. Однако 
для каждого эффективно заданного трансфинита а наше доказательство 
является конструктивным.

(Мы называем трансфинитное число а второго класса эффективно 
заданным, если для каждого трансфинита второго рода р а осущест­
влен выбор фундаментальной цепочки трансфинитов, к нему сходящейся.)

Для каждого эффективно заданного трансфинита а наличие кон­
струкции канонического ela дает возможность построения арифмети­
ческого примера ela. Укажем путь построения таких примеров. 
В качестве исходного Е3 мы берем F^, построенное Бэром (*).

ОО

= п 2 ”2..
k=l 711, ^2, • ••» P-к

Е3— множество тех точек ж, у которых при разложении в непрерыв­
ную дробь неполные частные стремятся в оо. Е3— канонический эле­
мент, а С3 = {/>П1.....nJ— каноническая A-система, его определяющая.

Рш,п2, ... , ns —множество тех точек, у которых среди неполных част­
ных nv равных 1, и3, равных 2, . . . , п^, равных к. рП1,п2......ns —раз­
ность двух совершенных множеств и может быть рассмотрено как 
сумма счетного числа элементов системы С3. Рт,..., нигде не 
плотно на рп1,..., пк^.

Легко показать, что, какова бы ни была бесконечная возрастающая 
последовательность целых чисел п{, . . . , • • • , множество
S = ^Рп1,...,п1і-і,пяк всюду плотно на рП1,... ,n^v Пусть теперь а —

S 
эффективно заданный трансфинит и пусть нашим процессом построены 
примеры элементов всякого класса р < а, причем каждый построенный 
нами элемент Е^ определен A-системой Ср, подчиненной нашей А-си- 
стеме С3.

1) a — первого рода. Тогда нами уже построен элемент 5a-i, опре­
деленный A-системой Ca-i- Мы рассматриваем последовательно конфи- 
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гурации по 1, 2, . . . , к элементов Са-і. Пусть рП1, Рщ.па, ...»
СО

Рш......пц—некоторая конфигурация системы Са_і, а V Рп1;..., —
- S=1

сумма всех элементов, дополняющих эту конфигурацию до некоторой 
заданной. В силу данной нами в (3) общей конструкции эта сумма 
должна быть разбита на г' + 1 сумм (где г —ранг Рщ,... ,п* перед сдви­
гом), всюду плотных на рП1, ... , п^- Но ь силу сделанного выше за­
мечания произвольная подсумма нашей суммы, имеющая бесконечное 
множество слагаемых, всюду плотна на рП1,Разобьем

Рпі, ... , П»-,, П*
S—1

следующим образом:
ОО

Рп1г ... nsk= 2 + 2 + ’ ’ ' + ’
s=l s = l(i+l) SE2(i+l) s = i(i+l) S= 0(1+1)

Элементы каждой Z-ой суммы I i перенесем в ранг Z, а элементы 
последней сотрем. Произведя таким образом разбиение и следуя общей 
конструкции, мы получим пример Еа элемента класса а.

2) а —второго рода. В силу эффективности а дана фундаменталь­
ная цепочка, сходящаяся к а:

ах < а2 < ... < ап < ... —> а.

Для каждого ап нами построен пример элемента Еап1 определенный 
Л-системой Са„, подчиненной СОп_г [Это всегда можно сделать; см. (’)].

СО

Тогда Ex = J~[En и Л-система Са, определяющая Еа, полностью опре- 
71=1

деляется из Л-систем СЯп, п = 1, 2, . . ., оо.
Таким образом мы указываем способ построения примера В-мно- 

жества Еа класса а, где а — эффективно заданный трансфинит. Чтобы 
охарактеризовать арифметические свойства точек множества остается 
произвести вычисления. Однако эти вычисления могут оказаться 
чрезвычайно громоздкими. Мы укажем сейчас примеры элементов клас­
сов ш. (При построении приведенных примеров мы пользовались 
несколько иным способом разбиения сумм, чем указано выше, — более 
удобным для вычисления.)

Примером множества Еп класса п (п > 3 конечно) является множе­
ство всех точек х={а1, . . . , ап, . . .}, неполные частные которых
стремятся к со, и таких, что для х существует п — 2 возрастающих 
последовательности значений неполных частных:

^31 <7 Hgg Л • • • ЙЗШ <7 • • *

®41 <7 • • • *7 • ■ •

<7 <7 • • • <7 @пт "-7 • • •

первая последовательность содержит все неполные частные числа х и 
каждая последующая яішяетсі|.. ^^ предыдущей’;* Дри этом числа 
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пау(паіе — число раз, которое ац встречается в разложении ж) удовле­
творяют сравнениям

ПанО (р*_3); па1_ъ^0(р}_3)

для любого ai-i, j > ац, где pi_3— (/— 3)-ье простое число. 
Наконец,

ОО

Еп.
п=3
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