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Аннотация. Рассматривается расчет электростатического поля тороидальных экранов ограничителя перенапряжения 
высоковольтной линии электропередачи. Расчет осуществляется методом теорем сложения. Получены алгебраические 
уравнения для вычисления коэффициентов разложения потенциала экранов по тороидальным функциям. Описан  
способ учета влияния заряда грозовой тучи на электростатическое поле вблизи ограничителя. Проанализирована  
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Введение 
В конструкциях современных линий элек-

тропередачи находят широкое применение огра-
ничители перенапряжения, снабженные экрана-
ми в виде трех тороидальных деталей из провод-
ника для выравнивания электростатического по-
ля. Такое выравнивание позволяет повысить срок 
эксплуатации ограничителя [1]–[3]. 

Для проектирования тороидальных экранов 
и анализа конфигурации электростатического 
поля в экранирующих конструкциях предложен 
метод граничных элементов с кольцевидными 
граничными элементами [3], [4]. Поскольку этот 
метод является численным, то анализ электро-
статического поля конструкции затруднен значи-
тельным объемом вычислений. В [5] для тех же 
целей предложен метод конечных разностей.  
Но в данном случае требуется применять сетки 
большой размерности и вводить искусственное ог-
раничение области решения задачи. С учетом осо-
бенностей численных методов в [6] предлагается 

расчет конструкции экранов ограничителя с по-
мощью максвелловых потенциальных коэффи-
циентов. Но в этом случае тороидальный экран 
приближенно заменяется кольцевым зарядом. 

Современный уровень развития метода раз-
деления переменных дает возможность расчета 
электростатических полей в областях со сложной 
конфигурацией границ [7]. В частности, получе-
ны решения задачи электростатики для двух 
проводящих торов [8], для проводящего тора в 
поперечном, продольном электрических полях и 
в поле точечного заряда [9], [10], для системы из 
концентрических проводящего  тора и сфериче-
ского сегмента [11], для системы из соосных то-
ра и плоского круглого диска [12], для тора со 
специальной моделью материала [13]. Накоплен-
ный материал позволяет поставить задачу элек-
тростатики для системы трех тороидальных эк-
ранов с учетом возможного воздействия на эту 
систему электростатического поля грозовой тучи 
и решить ее аналитическим методом. 
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Таким образом, в статье поставлена цель 
получения решения задачи электростатики для 
системы трех проводящих тороидальных экранов 
аналитическим методом, который позволяет точ-
но учесть конфигурацию граничных поверхно-
стей задачи, а результат решения может приме-
няться для анализа конструкций реального элек-
тротехнического устройства. 

 
1 Постановка задачи 
Так как ограничители напряжения подве-

шены на мачтах линий электропередач достаточ-
но далеко от земли, то модельная задача для 
электростатического поля ограничителя ставится 
без учета влияния поверхности земли [6]. 

По материалам [6] задача электростатики 
для конструкции экранов ограничителя может 
быть поставлена следующим образом. 

В пространстве R3 с диэлектрической про-
ницаемостью среды ε0 (воздух) размещены три 
круговых тора с малыми радиусами торов jr  и 

большими радиусами jR  (j = 1, 2, 3). Центры 

торов jO  лежат на одной прямой, перпендику-

лярной плоскости земли. Торы изготовлены из 
проводящего материала. В общем случае потен-
циал поверхности jS  каждого тора Vj ≠ 0. 

Наиболее значимым источником внешнего 
электростатического поля, влияющего на работу 
ограничителя, является поле заряженных облас-
тей грозовых туч. Для учета этого влияния пред-
полагается, что на оси системы торов на значи-
тельном отдалении от нее находится точечный 
электрический заряд q, который моделирует об-
ласть грозовой тучи [14]. Такая модель тучи до-
пустима, так как грозовые облака находятся на 
большой высоте порядка единиц километров. 

Область пространства вне торов обознача-
ется D. В этой области  электростатическое  поле 

описывается потенциальными функциями ju  для 

полей торов и потенциальной функцией u0  для 
точечного заряда. Суммарный потенциал элек-
тростатического поля в D  
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Для электростатического поля в области D 
ставится краевая задача. 

Потенциал электростатического поля в об-
ласти D удовлетворяет уравнению Лапласа 

   0 в .u D                          (1.1) 

На поверхностях торов выполняется гра-
ничное условие  

 .
j

jS
u V                            (1.2) 

Потенциал в области D удовлетворяет усло-
вию на бесконечности  

  0 при .u M M                (1.3) 

На основании решения краевой задачи 
(1.1)–(1.3) требуется определить потенциал элек-
тростатического поля в D. 

 
2 Вывод системы уравнений для коэффи-

циентов разложения 
Для решения краевой задачи (1.1)–(1.3) с 

центрами торов jO  связываются декартова пря-

моугольная система координат , ,j j jx y z  и то-

роидальная система координат , ,j j j    (рису-

нок 2.1).  
Декартовы и тороидальные координаты в 

этих системах связаны соотношениями [8], [15] 
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Рисунок 2.1 – Тороидальные экраны с сопутствующими системами координат 
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В этих системах координат поверхности Sj 
описываются соотношениями [8] 
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Потенциалы торов представляются через 
гармонические тороидальные функции с учетом 
симметрии задачи [8], [16] 
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где x – неизвестные коэффициенты разложения; 
Ps – 1/2 – функции Лежандра;  

   , 2 ch cos .j j j jR        

Представления (2.1)–(2.3) удовлетворяют 
уравнению Лапласа (1.1) и условию на бесконеч-
ности (1.3). 

Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S1 потенциалы (2.2) и (2.3), 
аналогично [8], переразлагаются в системе коор-
динат 1 1 1, ,    с помощью известной теоремы 

сложения [16], которая осуществляет преобразо-
вание в сдвинутой системе координат вниз 

 

   

    1

2

2 2 1 12
1 2

2

1 1 1 1

2

, ,
ch

, ch ,

m
mn

m n
m

jn

n

x
u A c c a

P

R Q e

 

 






 


   

 
  (2.4) 

 

   

    1

3

3 3 1 13
1 3

2

1 1 1 1

2

, ,
ch

, ch ,

k
kn

k n
k

jn

n

x
u A c c a

P

R Q e

 

 






 


   

 
   (2.5) 

где a12, a13 – расстояние между центрами соот-
ветствующих торов (рисунок 1), м; Qs–1/2 – функ-
ция Лежандра. 

В (2.4) и (2.5), также в следующих формулах  
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где 2F1 – гипергеометрическая функция [16]. 

После подстановки (2.1), (2.4) и (2.5) в (1.2) 
и приравнивания коэффициентов при одинако-
вых значениях экспоненты и при α1=ξ1 получает-
ся уравнение для неизвестных коэффициентов 
разложений потенциала. Правая часть гранично-
го условия преобразуется по известному разло-
жению [17]. 

     
 

 

   
 

 

 

1 1
1 2 2

2 1 12
1 2

2

1 1
3 2

3 1 13
1 3

2

1
1 1

2

ch

, ,
ch

ch

, ,
ch

ch , 0, 1, 2, 3

n

n m mn
m

m

n

k kn
k

k

n

Q

x x A c c a
P

Q

x A c c a
P

V
Q n

 




 







 




 



     








 (2.6) 

Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S2 потенциал (2.1) перераз-
лагается в системе координат 2 2 2, ,    с помо-

щью известной теоремы сложения [16], которая 
осуществляет преобразование в сдвинутой сис-
теме координат вверх. Потенциал (2.3) перераз-
лагается с помощью известной теоремы сложе-
ния [16], которая осуществляет преобразование в 
сдвинутой системе координат вниз. В результате 
преобразований, аналогичных вышерассмотрен-
ным, получается алгебраическое уравнение для 
неизвестных коэффициентов разложения 
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Чтобы удовлетворить граничному условию 
(1.2) для поверхности S3 потенциалы (2.1) и (2.2) 
переразлагаются в системе координат 3 3 3, ,    с 

помощью известной теоремы сложения [16], ко-
торая осуществляет преобразование в сдвинутой 
системе координат вверх. В результате получает-
ся алгебраическое уравнение для неизвестных 
коэффициентов разложения 
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Уравнения (2.6), (2.7), и (2.7) в совокупно-
сти образуют бесконечную систему алгебраиче-
ских уравнений относительно неизвестных ко-
эффициентов разложений (2.1), (2.2) и (2.3), ко-
торая может быть разрешена методом редукции 
[8]. Вычисление функций Лежандра может быть 
выполнено по известным соотношениям [11], 
[17]. Расчетное выражение гипергеометрической 
функции указано в [16].  

 
3 Учет потенциала поля грозовой тучи 
Расположение точечного заряда q, модели-

рующего область грозовой тучи, показано на 
рисунке 3.1. Расстояния jb  от центров торов jO  

до точечного заряда О4 много больше расстояний 
между центрами торов и их радиусов.  

Для учета потенциала указанного заряда 
требуется в правые части уравнений (2.6), (2.7) и 
(2.7) ввести выражение этого потенциала в соот-
ветствующей тороидальной системе координат с 
противоположным знаком на основании выра-
жения суммарного потенциала в D и граничного 
условия (1.2). 

Если с точкой О4 связать сферическую сис-
тему координат r4, θ4, φ4, то потенциал точечного 
заряда выражается по формуле [18] 
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где P() – полином Лежандра. 
Тогда для переразложения потенциала (3.1) 

в тороидальных системах координат , ,j j j    

применяется метод комбинирования теорем сло-
жения, указанный в [16]. Вначале предполагается, 

что с точками jO  связана вспомогательная сфе-

рическая система координат , , .j j jr    Тогда по-

тенциал (3.1) переразлагается в каждой из этих 
систем координат с помощью теоремы сложения, 
связывающей потенциалы в двух сферических 
системах координат со сдвигом вниз. Теорема 
сложения выбирается с учетом того, что поле 
вокруг ограничителя перенапряжения рассмат-
ривается в области размером порядка единиц 
метров, что значительно меньше расстояния от 
ограничителя до области грозовой тучи. Тогда на 
основании [16], [18] результат переразложения 
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Выражение для потенциала точечного заря-
да (3.2) переразлагается в тороидальной системе 
координат , ,j j j    с помощью теоремы сложе-

ния 264.3.10 из [16], тогда указанное выражение 
принимает вид 
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Из (3.3) следует, что для учета потенциала 
области грозовой тучи, в правые части уравне-
ний (2.6)–(2.7) должен быть добавлен член 
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Рисунок 3.1 – Местоположение заряда грозовой тучи относительно ограничителя
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В (3.3) и (3.4) на основании [16] 
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Таким образом, получены выражения для 
описания потенциала поля точечного заряда, 
моделирующего область грозовой тучи в торои-
дальных системах координат, связанных с экра-
нами ограничителя напряжения. Эти выражения 
позволяют составить систему уравнений для ко-
эффициентов разложения потенциала электро-
статического поля этих экранов в случае присут-
ствия грозовой тучи над мачтой линии и учесть 
влияние грозовой тучи на функционирование 
ограничителя. 

 

Заключение 
В статье показана принципиальная возмож-

ность анализа электростатического поля в элемен-
тах конструкции линий электропередач – ограни-
чителей напряжения, методом теорем сложения.  

По сравнению с методом потенциальных 
коэффициентов [6] предлагаемый в статье метод 
позволяет более точно проанализировать распре-
деление потенциала в конструкции ограничителя 
перенапряжения, учесть влияние внешних ис-
точников электростатического поля, которыми 
на практике оказываются заряженные области 
грозовых туч.  

По сравнению с численными методами [3]–
[5] точность предлагаемого метода не ниже, так 
как на практике система уравнений предлагаемо-
го метода решается методом редукции численно. 
Все сравниваемые методы обладают сравнимой 
трудоемкостью при составлении и решении 
уравнений со специальными функциями.  

Предлагаемый метод может применяться 
при разработке ограничителей напряжения вы-
соких классов напряжения, где требуется высо-
кая точность анализа условий работы экранов, и 
при разработке ограничителей для грозоактив-
ных местностей. В общем случае метод теорем 
сложения является перспективным методом ре-
шения задач техники высоких напряжений. 
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