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МАТЕМАТИКА

Дж. X. КАРИМОВ

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

ТИПА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 15 VI 1940)

Настоящая статья является развитием работы «О периодических 
решениях нелинейных уравнений параболического типа» (ДАН, XXV, 
№ 1, 1939 г.). В упомянутой работе было рассмотрено уравнение 

при условиях
Z(0, t) = Z(l, t); Z (х, 0) = Z (х, 1)

доказаны, при некоторых ограничениях, накладываемых на р, Ф(ж, t) 
f{Z), существование и единственность решения.
В этой части работы рассматривается более общее уравнение 

в области

Ищется решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям:

Z(0, t) = Z^, t) = 0, 1 (7)
Z(x, 0) = Z(x, 1). J

Пусть функция P (x) является функцией непрерывной, вместе 
с производными Р'(х), Р" (х) в области D и

Р (х) к > 0; Р' (х) =# 0.

Функция Ф(ж, t) непрерывная функция в области D, вместе с част
ной производной

периодическая по t с периодом равным единице
Ф(ж, і4-1) = Ф(;т, t)
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и разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд по функциям 
ортогональной и нормальной системы {А„ (ж)}

Ф(Х, <) = 2Фп(0 - W 
п=0

где

Фп (0 = j Ф (т), t) • Хп (т;) d-ц.
О

Здесь функции
Х^х}- Х^ ...; Хп(ж); ...

являются фундаментальными функциями уравнения Штурм-Луивилля 

с граничными условиями
Х„(О) = ХП(Я) = О

и Хп —им соответствующие характеристические числа.
Эти условия, которым удовлетворяет функция Ф (х, t), будем в даль

нейшем называть условиями «А».
Теорема. Дифференциальное уравнение (1) допускает единствен

ное непрерывное решение, вместе с частными производными второго 
порядка * в области D, удовлетворяющее условиям (2), периодическое 
относительно аргумента t с периодом равным единице, если:

1. Функция Ф(ж, i) удовлетворяет условиям А.
2. /(0) = 0.
3. Абсолютное значение параметра и. достаточно мало.
Будем решать эту задачу методом последовательных приближений. 

За начальное (нулевое) приближение Za(x, t) возьмем решение урав
нения

(3)

удовлетворяющее условиям (2).
Решение этого уравнения будет вида

ОО

Z0(x, t) = ^T°n(t)Xn(x), (4)
71=0

где 1
П(0 = $

о

d: f
1 — е'” J 

о

t л
Ф (7), 0 • Хп (7)) d-ц - J е^~» dz J Ф (7), Q • Xn(7)) d-ц. 

о 0
He трудно убедиться, что Zo (ж, t) удовлетворяет условиям (2) 

и является непрерывной функцией, вместе с частными производными 
второго порядка в области D, периодическая по t с периодом' равным 
единице.

Зная (&—1)-ое приближение Zk-i(x, t), ищем k-oe приближение 
Zh (х, t) как решение уравнения

(51

при условиях (2).

* Именно: первая производная по t и первая и вторая производная по ж.
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Это приближение будет вида
ОО

zh{x, (6)
n=0 

где 
1 л

т^=f 4-^’ йФ х- -б е о

/ Л
- J [Ф(7!, Q +

о о

Причем^ь (х^ t) ^является функцией непрерывной вместе с производ
ными , в области D, периодической по t с периодом
равным единице, и удовлетворяет условиям (2).

Существует предел Zh(x, t), когда к—» оо 
lim Zh (х, t) = Z(x, t), 
fe->oo

и этот предел дает решение поставленной задачи.
Для доказательства этого предложения достаточно исследовать ряд

Z = Z0 + (Z1-Z0) + ••• + (Zh-Zh^) + ... (7)
Ряд (7) абсолютно и равномерно сходится в области (В). В самом 

деле 
оо 1 г г.

I Zh -zh^ к I р 12 хп (ж) / J J [/ (Zh^ - f (Z^2)] Xn (71) dTi -
n=0 ^0 0

t
- J d^[f (Z^ - / (Zh_2)] Xn (7)) d^} <

0 0 ;

г n° —) / °° -1

- '*“■ I I _n=0 n=nQ
Или

sup \Zh~ Zk-1\ < Q sup I Zk^1~Zk-2\, (8)
где

По , . co

y=B-.W.C.|p|.«; W-supl/q;
n=0 n=nQ

B>\Xn(x}\- 'Ц- — I-' I n dx I ’ I я2 dx* I
Полагая в формуле (8) к = 2; к = 3 и так далее, получим:

IZ^ZJ < <2 sup I - Zo | , 
l^-^l^^suplZ.-ZJ,

I Zk — Zk-i] < (^-^sup I Zj —zo I

Таким образом числовой ряд является мажорантным рядом по отно
шению к ряду (7), и для достаточно малых значений р он является 
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сходящимся, и, следовательно, ряд (7) абсолютно и равномерно схо
дится в области D. В силу этого можно написать, что 

ОО ' 1 я
Z(x, +

n=0 О О
1 те

- j е^-О dZ J [Ф (t), Q + p f (Z)] Xn (tj) . 

о 0
Далее, не трудно убедиться, что ряды

также абсолютно и равномерно сходятся в области D.
Остается показать, что найденное решение Z (ж, t) является един

ственным.
Допустим, что существует два различных непрерывных решения Z 

и V уравнения (1), удовлетворяющие условиям (2); тогда разность 
Z — F = 7f будет решением дифференциального уравнения

и точно так же решением интегрального уравнения 
со 1 и

К(х, t) = p2X"^’{i 

п=0 0 а
t те

- J [/ (z0) - / (в)] Xn (т)) dTj} .

о 0

Оценивая К (ж, t) по модулю, получим
suplZ-iq^lpl • В2 ■ N • К • С • sup|Z-F|,

что невозможно для
,1^ 1

Следовательно,
Z^N.

Тем самым теорема доказана.
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