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УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 13 V 1940)

Пусть У, Q, R, А—квадратные матрицы соответственно с элементами 
Phj, Qkj, rki, 4j= , к, j = i,2, , n, где pkj, qhj, rkj, ahj, bhj,
Ckj, —комплекснозначные функции действительного переменного xr 
определенные в конечном или бесконечном интервале (а, 6); К—ком­
плексный параметр; У, Уд, Л=1, 2, ... , п,—векторы соответственно 
с компонентами fj, fkj, /=1, 2, ... , и; (а, р) — произвольный конечный 
замкнутый интервал, внутренний к (a, b)-, Ь2(а., 3)—совокупность ком­
плекснозначных и измеримых по Лебегу функций <р(ж), для которых

существует интеграл Лебега ] ср (х)|2 dx-, D (A; F, G) — билинейная форма
а 

п п
2 Sh’ ^2 (А; (н, 6)) —совокупность векторов У, для
д=1

Ь
которых существует интеграл Лебега \ D (А; У, У) dx.

а
Условие А: рд, = О, если к Ф j; qhj = O, если jt + /=#n + l.
Условие В: элементы матриц У-1, Q1-R, А принадлежат к L2 (а, Р).
Условие С (условие самосопряженности):

Q=P(P=Q)- PR'Q-^R,

ГДв Pkj = Pkfn+l — j] Qkj= —
Условие D: akj = O, если fc + / = n + l; bkj = O, если k+j = n + i.
У с л о в и e E. djk == ^kj, b jk b^j, Cjk = c^j djk ==: ^kj ?

V V уд t ф . образует положительно определенную
JhJ j Ск + dkj г k=l j=l

квадратичную форму относительно Д.
Введем квази-дифференциальные выражения

у[0] _ рр^ ^14 = iQ JL pW + RplO^

где результат умножения вектора на матрицу (слева) означает «свер­
нутый» по строкам вектор, например, RF означает вектор с компонентами
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п
Л=1, 2, ... , п.

у=і •
Вектор F назовем решением уравнения F[1]— AF = F' (1)

в интервале (а, ^), если компоненты вектора F[oy абсолютно непрерывны 
в интервале (а, Р) и вектор Е[1]— AF равен данному вектору F' почти 
всюду в интервале (а, р).

Если выполнены условия А, В и компоненты вектора F* принадлежат 
к L2 (а, Р), то методом последовательных приближений в малом интервале 
легко доказать, что уравнение (1) имеет единственное решение в интер­
вале (а, Р), принимающее произвольно заданное начальное значение 
в произвольно выбранной точке из интервала (а, Р).

Однородное уравнение Flli — AF = Q, а<х<_Ъ, (2)
имеет п линейно независимых решений в каждом конечном замкнутом 
интервале (а, Р), внутреннем к (а, 6). Но не каждое решение уравне­
ния (2) принадлежит к L2 (Л; (а, Ь)), даже к Ь2 (А; (а, с)) или Ьг (А; (с,Ь)), 
где х — с—конечная точка, внутренняя к (а, Ь).

Мы утверждаем, что если выполнены условия А, В, С, D, Е, те
Число линейно независимых эешений уравнения (2), принадлежащих

для \
А (А;( 2,С)) Ц (А; (а,Ъ))

JW> 0

J (Л) < 0

п —
Й 

И

или п

или п п —

1т] 

п 
_т_

или п

или п

0 или п —

0 или

п 
_т _

п

или

или и —

и
71

или п

или п,

[п 1 пу —целая часть числа — .
Случай и = 2 рассмотрен Н. Weyl’eM(’). Ниже мы приводим схему 

доказательства.
1° Введем сопряженные квази-дифференциальные операции:

G{0} = ^G, G{iy = ІР'Gioy +PR'Q'-1G{oy.

Тогда формула Грина имеет вид:
X X

(FW, G) | -(F, G{iy)^ = i{[F, G]X—[F, G]c}, (3)
С с

X X п п ________
где (F,G)\=^fh^^)d^ [F,G]x = ^ff\x)gftl^ 

с с k=l к=1
Если выполнено условие С, то F^y = F^\ v = 0, 1.

2° Необходимым и достаточным условием линейной независимости п 
решений Fh, А = 1, 2, ..., п, уравнения (2) является отличие от нуля 
детерминанта типа Вронского Wx = det fk? (х), &,/= 1, 2, ..., п. Легко 
доказывается, что векторы G^, к — 1, 2, ..., п, определенные по формуле

Э In Wx 
9j,n+l-j9fk)n+l-j j = i, 2, ..., n,

являются решениями сопряженного однородного уравнения 
AG = 0.

(4)

(5)
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Из условия D следует, что формула Лиувилля имеет вид:

г f У ds J Чк,п-и-к
Wx = Wcec

и из условия С следует, что | Wx | = const.
3° Если векторы Fh, Gk, к=1, 2, . п, связаны соотношением (4) 

и выполнено условие С, то справедливы следующие равенства
det [Fh, F^x- det [5^]« = 1, ]

det [Fh, = I Wx I2, ? (6)
det [Fk', F/]ж = det G;-]x • det [F^, F;]x, J

где
к, j =1, 2, ..., n; k', j' = £ у J +1, [y J + 2, • • •, n>

F,r = l,2, ..., [i] ;

или

4° Система решений Fh, & = 1,2, ... , n, уравнения (2) называется 
фундаментальной, если она удовлетворяет таким начальным зна­
чениям приа; = с, что [Fk, Fn+i_j]c = 8^ = 1 или 0 в зависимости оттого, 
к — j или к #= /. Фундаментальная система решений Gk, к= 1, 2, ... , п, 
сопряженного уравнения (5), определенных по формуле (4), удовлетво­
ряет таким начальным условиям, что [Gft, Gn+i_;]c = 8у. Из формулы (3) 
следует, что

[Fh, F^ = 2J (k) J D (A; Fk, F^ dx + Ък,п+^

[Gft, G^ = —2 J (k) J D (A; Gh, G^ dx + 8ft;n+1_y.

Из соотношений (6) и (7) следует, что для фундаментальных систем 
решений Fh, Gk, к=1, 2, ... , п уравнений (2) и (5) имеют место нера­
венства:

det [Fh., FH? > 0; Л',/'= [у ] +1,- [у ] +2, ... , п; 

det^.d^O; F,f = v, [у]+1, [у]+2, • • • , п;

(-l)Mdet[Gfc>, ед>0; А',/' = 1,2, ... , [у],
(8)

где Р > с, v

т]5° Составим новые решения Ф^, к=1, 2, . 
тальной системы решений Fk, к — 1, 2, ... , п:

из фундамен-
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-ГН
Фа = ^ + 2 * = 1,2, ... , [у] ,

J=1
где Ikj—комплексные числа. Выберем эти числа так, чтобы имело место 
равенство

2J(k) j 7)(А; Фь, ФА]С.. (9)
С

Это равносильно условию [ФА, ФА]^ = 0 или, в развернутом виде,

2 2 ^k^kj [-^n+1—v? -^n+1—“4“
У=1 /=1

-и
+ 27? lkj [Fn+i_j, 7\]р + [Fft, Fft]p = O. (9')

>=1
Если R (lkj), J (Ihj), f — 1,2, ... ,п — [у] рассмотрим как декартовы 
координаты, то уравнение (9') изображает поверхность второго порядка 
^й(Р). Перенося начало координат в центр поверхности §А(Р), урав­
нение (9') перепишем в виде

-ш -и _
Ik^lhi [+п+1-ч, En+i-jJp = рА (^). (9")

v=l у=1
Левая часть этого уравнения равна

2J(X)$D(A; Ф;,Фй)^+(п-2 [|])|^, [у] + lf ,
С

где

Фа — ZaA+i-/ >
>=1 

И

ЛГ-[|]+1,[|]+»,...,ж
Если J(k)>0, р>с, то на основании условия Е и неравенства (8) 

следует, что левая часть уравнения (9") есть положительно определенная 
форма относительно ?й;, а правая часть — положительное число. Следо­
вательно, есть эллипсоид.

6° Так как
[Фй,Фа]с = 27?(?йй) + (п-2[ + ])|?й, [y]+lf ,

то для точек {?й;}, лежащих внутри и вне поверхности 5ь(Р)> соответ­
ственно имеют место неравенства:
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₽
2 J (к) J D (Л; Фй, Фк) dx < - [Фл, ФьЬ , 

С

2J (к) J D(A- Ф., ФА)^> _[ФЛ, Фй]с.

Если р возрастает, то (Р) сжимается и при стремится
к некоторому предельному положению (Ь). Для точек {Ikj}, лежащих 
на или внутри ^(Ь), имеет место неравенство

ь
2/(k) J D (Л; Фй, ^h)dx^ -[Ф/и Фь]с 

С

Следовательно, векторы Фй, к =1,2, ... , , принадлежат к
ЬДА; (с, Ь)).

7° Число линейно независимых решений уравнения (2), принадле­
жащих к Ь2(Л; (с, Ь)) зависит от вида предельной поверхности ^k(b). 
Доказывается, что ^ь(Ь) есть или точка или 2 ^-мерный

эллипсоид. В первом случае только решений Ф*, Л = 1,2, ...
... , [yj , или их линейные комбинации принадлежат к Е2(А; (с, Ь)), 
а во втором случае все п линейно независимых решений уравнения (2) 
принадлежат к Ь2(Л; (с, Ь)). Подробное доказательство аналогичного 
положения приведено автором ранее (2).

8°. Аналогичным образом доказывается, что в случае J (к) > 0 число 
линейно независимых решений уравнения (2), принадлежащих к L2(A; 
(а, с)) равно [yj или п- Далее, обозначая через Na, Nb, N числа 
линейных независимых решений уравнения (2), J (к) > 0, принадлежащих 
соответственно к £а (А; (а, с)), L2 (А; (с, b)), L2 (А; (а, Ь)), доказывается, 
что если Na = п — у J , Nb = у J , то N = 0- если Na = п — у j , 

Nb = n, то N = n— J ; если Na — п, Nb= ^у J, то N — ^у J ; если 

Na = n, Nb = n, то N — n- при этом N = 0 означает, что уравнение (2) 
не имеет ни одного решения, принадлежащего к L2 (А; (а, Ь)), кроме 
F = 0. Случай J(k)<0 рассматривается совершенно аналогичным 
образом.

Дагестанский педагогический институт Поступило
Махач-Кала 14 V 1940
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