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НЕКОТОРЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ СВОЙСТВА АБСОЛЮТНО 

МОНОТОННЫХ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 24 V 1940)

В настоящей работе рассматривается вопрос об определении абсо
лютно монотонной функции двух действительных переменных, заданной 
в области (ж < 0, у < 0) при помощи ее значений на полупрямых, парал
лельных одной из осей координат, или ее числовых значений в вер
шинах прямоугольников со сторонами, параллельными осям координат. 
Изложение начинается с формулировки некоторых общих свойств абсо
лютно монотонных функций, необходимых для решения намеченных 
интерполяционных задач.

1. Теорема С. Н. Бернштейна ().  Если в сегменте (а ^х^ Ь, 
а у < р) все конечные разности f(x, у) до k-го порядка (включительно) 
не отрицательны, тогда f(x,y) имеет непрерывные частные производ
ные до к—2-го порядка и существуют следующие правые и левые част
ные производные

*

к-2 к —2 к-2 к—2
а*  г а / Д . 2 М . г а / ~1 . _ /1
дх L дхгдур J ’ дх Ц дхгдур J ’ ду [_ дхгдур J ’ ду [_ дхгдур J ’

где r + p = k—2 (a<z<6, а < у < р).
Акад. С. Н. Бернштейном (’) эта теорема доказана для функций 

одного переменного, в случае двух или многих переменных метод акад. 
С. Н. Бернштейна также может быть применен.

Теорема 2. Абсолютно монотонная функция F (х, у)*  единствен
ным образом может быть представлена в виде следующего интеграла

1 1
F (х, у)—\ t~xu~vddu(t, и) (жсО, у<0), (1)

И tu
где ш(і, и)—неубывающая функция, определенная в единичном квадрате 
и нормированная условиями

ш (0, у) = (о (х, 0) = 0; ш (х, у) = <о (х + 0, у 4-0). (2)
Функцию ы(х,у) называют неубывающей, если Д Д ш (х, у) > 0. Эту 

х V
теорему можно доказать, воспользовавшись теоремой Hausdorff’a (2) 

* Здесь и во всем дальнейшем изложении рассматриваются только абсолютно 
монотонные функции, определенные в области х 0, у^О и принимающие конечное 
значение в точке (0,0).
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из теории моментов, обобщенной на теорию моментов двух переменных 
Hildebrand’oM и Schoenberg’oM (3), если заметить, что бесконечная 
матрица

|| F (а к, £р) ||, к, р = 0, 1, 2, ..со, 
значений абсолютно монотонной функции будет матрицей моментов 
неубывающей в единичном квадрате функции ша>р (ж, у).

2. Теорема 3. 1° Если F(x,y) абсолютно монотонная функция, 
тогда все детерминанты НапкеТя

| F(ak + p + $, У)|"=о’ а<°> п=1,2, ... ,

неот рицателъны;
2° если при у = уа

УоУ |"=0 = °, 

тогда
|F(a& + p + p, ^)|"^=0, у^ О, г>0;

3° если первым обратится в нуль детерминант

к, У) о ^0’ 
тогда

F У) = ^АуУ ж < 0, у < 0;
У=1

4° если первым обратится в нуль детерминант
| F(a/c + l,y)|” = O, 

тогда

р&,уУ=^ъ\уУЪх, ^<0, У<^, 
3=1

и 
п

m уУ=<?0 (уУ+^ъ(уУз
у=1

где (уУ абсолютно монотонны и 0 < к, < к2 < ... < knc 1.
Пункт 1° очевиден, пункты 2° —3° вытекают из того, что при соблю

дении условий неубывающая функция ш (ж, у) формулы (1) при фикси
рованном значении у постоянна за исключением точек разрыва x = \j, 
а при выполнении условий 4° добавляется еще новая точка разрыва 
х = 0. Заметим, что имеет место аналогичная теорема для детерминантов 
НапкеГя следующего вида:

| F(x, a& + p + P)|”=0

3. Из теоремы 3 вытекают следствия:
Следствие 1. Если абсолюзпно монотонная функция F (х, у) на 

замкнутой полупрямой х ^0, у = у0 равна экспоненциальному полиному, 
т. е.

F ($> УоУ = 2 а> > °’ 0 <Л < 1,
3=1
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тогда

р у)=2 =ау-
;=1

Следствие 2. Для того чтобы абсолютно монотонная функция 
в замкнутой области х 0, у О была экспоненциальным полиномом 
вида

п т

р& у)=у 2> °’0 < Л 1
г=1 ;=1

необходимо и достаточно, чтобы
|р„ \|« Л If/ О 7 \ g^n — 1, Я<0г г^Ч- ?<»

|₽i-‘.o)L=»dm-ML=o?

Аналогичные предложения можно сформулировать и доказать для 
функции F (х, у) непрерывной, в полузамкнутой области (х < 0, у < 0) 
или (ж < 0, у < 0), а также и непрерывной только в незамкнутой области 
(х < 0, у < 0).

В указанных случаях F(x, у) будет разрывна на одной из прямых 
2 = 0 или у — 0 или разрывна на обеих из этих прямых.

4. При помощи последовательности функций

fAy), ?Ау),~‘,Му),". (3)
в поле полиномов Р (z) = а0 + axz + ... + anz" определим дистрибутивный 
оператор М следующим образом

M{P,j} = щДАУ}-\-аДЛУ) + ...+anfn{y).
Последовательность (3) назовем абсолютно неотрицательной последо

вательностью, если из условия P(z)^Q, 0 < z sS 1 следует

M{P,f}^0, №М {P,f}=^M {P,№f}^0, y^O, 

для всех целых k.
Теорема 4. Для того чтобы существовала абсолютно монотонная 

функция F (х, у), удовлетворяющая условиям
P{—^y\ = h\y\, k = 0,i,...,co, 

необходимо и достаточно, чтобы последовательность функций {fAy}} 
была абсолютно неотрицательна.

Теорема доказывается с помощью полиномов акад. С. Н. Берн
штейна несколько видоизмененным методом Hausdorff’a (2). Заметим, 
что благодаря использованию полиномов С. Н. Бернштейна удается 
дать эффективный метод построения F (х, у), не ограничиваясь только 
доказательством существования.

5. С помощью бесконечной матрицы (таблицы с двойным входом) 
действительных чисел

ЦСмІІ, k,p = O, 1,2,..., 
определим в поле полиномов двух переменных дистрибутивный фун
кционал М* следующим образом:

м" {xk-yp} = chlP. :
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Матрицу назовем неотрицательной, если функционал от неотрицатель
ного в единичном квадрате полинома Р (х, у) будет больше или равен 
нулю.

Теорема 5. Дана конечная последовательность функций 

определенных при у < 0. Для того чтобы существовала абсолютно 
монотонная функция F (х, у) такая, что

F( — k,y) = /k(y), Л = 0, 1,..., ц,
необходимо и достаточно, чтобы матрица

ш*р\\\ *z0°: i1::.- п <0
была неотрицательной.

Теорема 6. Для того чтобы существовала абсолютно монотонная 
функция такая, что

необходимо и достаточно, чтобы матрица
1 II 0 к п
к,р I' 0 р т

была неотрицательной.
Доказательство теорем 5 и 6 существенно опирается на следующую 

лемму из теории моментов.
Лемма 1. Для того чтобы матрицу

ЦС^Н 0 к ci п
ИЛИ 0 si к п

0 si р < оо0 р

можно было дополнить до полной матрицы моментов неубывающей 
в единичном квадрате функции, необходимо и достаточно, чтобы дан
ная матрица была неотрицательной.

Для доказательства леммы достаточно обобщить на многие пере
менные метод F. Riesz’a (4).

6. Условия теорем 5 и 6, вообще говоря, не определяют однозначно 
абсолютно монотонную функцию. С помощью указанных теорем и тео
ремы 3 можно доказать следующую теорему.

Теорема 7. Для того чтобы матрица
0 Si к п

< оо
однозначно определяла абсолютно монотонную функцию, удовлетворяю
щую условиям

F ( — k,—p) = Ck,v 0^р < оо
необходимо и достаточно, чтобы эта матрица была неотрицательной 
и чтобы выполнялось одно из следующих условий'.

1°
или

Cfeol" п = 0 V<71’
I R=0 I I K=0

2° WL>°
Теорема 8. Для того чтобы конечная матрица

0 к п
0 р si т
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однозначно определяла абсолютно монотонную функцию, удовлетворяю
щую условиям 

F( — k,—p) = Ck,p О^к^п
О ^р^.т

необходимо и достаточно, чтобы матрица была неотрицательной и 
чтобы выполнялось одно из следующих четырех условий

‘"ЫН |с„ |’-‘>о|с0,„|’=о |с0.,|7,>о
или

2<,Ы>° |ch+M|;=o |сй,р|;-0
или

з’ЫИ |с„ |с«4“° Х-.
или

4° jc^o^X) |cft+1>o|o=O |0о,р^>0 |со,р+1|о = О
Институт им. Д. И. Менделеева Поступило
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